
1

UAM-IZTAPALAPA
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Trayectorias de Polinomios estables
y Diseño de Controles Lineales

T E S I S

Que para obtener el grado de:

Doctor en Ciencias
(Matemáticas)
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“...Cuando se ha eliminado lo imposible, lo que queda, por improbable que parezca, debe
ser la verdad...”

Sherlock Holmes

“...Los carpinteros dan forma a la madera; Los flecheros dan forma a las flechas; Los
sabios se dan forma a śı mismos...”

Buda

“...He fallado una y otra vez en mi vida, por eso he conseguido el éxito...”
Michael Jordan
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Resumen

En este trabajo se estudiarán y analizarán algunos tipos de trayectorias en el espacio
de polinomios estables (Hurwitz y Schur). Se presentarán algunas propiedades topológicas
de tales trayectorias, aśı como su relación, conexión y la manera en que impactan en los
espacios estables. Se utilizan tales curvas de conexión para diseñar controles escalares de
retroalimentación lineal de la forma u(x) = −c(µ)Tx para controlar la estabilidad en sistemas
de control lineal. Llevando tales diseños a sistemas no lineales (sistemas afines), se diseña un
tipo de control lineal para provocar y controlar la bifurcación de Hopf.
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Introducción

Considere el sistema lineal

ẋ = Ax (1)

donde A es una matriz de tamaño n × n con coeficientes constantes y x ∈ Rn. Es bien
conocido que si el polinomio caracteŕıstico pA(t) es un polinomio Hurwitz, esto es, todas sus
ráıces tienen parte real negativa, entonces el origen es un punto de equilibrio asintóticamente
estable. Si consideramos ahora el sistema controlable

ẋ = Ax+ bu, (2)

escrito en forma canónica

A =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1
−an −an−1 −an−2 · · · −a1

 , b =


0
0
...
0
1

 ,

y diseñamos un control lineal de la forma u = −kcTx, donde cT = (cn, cn−1, . . . , c1) y x =
(x1, x2, . . . , xn)T , entonces el sistema controlado es

ẋ1

ẋ2
...

ẋn−1

ẋn

 =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

−an − kcn −an−1 − kcn−1 −an−2 − kcn−2 · · · −a1 − kc1




x1

x2
...

xn−1

xn

 .

El polinomio caracteŕıstico del sistema en lazo abierto (1) es p0(t) = tn + a1t
n−1 + · · · +

an−1t + an, mientras que el sistema en lazo cerrado o sistema con control (2) es pc(t) =
p0(t) + kp1(t), con p1(t) = c1t

n−1 + c2t
n−2 + · · ·+ cn.

De aqúı podemos ver que el problema de diseñar controles estabilizantes u = −kcTx esta
relacionado con el problema de saber si un rayo de polinomios es estable.

ix



x Introducción

Se ha generado gran cantidad de información a cerca de los polinomios Hurwitz desde que
Maxwell propuso el problema de encontrar condiciones para que un polinomio tenga todas
sus ráıces con parte real negativa [66].

En [32] se hizo un estudio bibliográfico de trabajos relacionados con polinonios estables que
fueron reportados entre 1987 y 1991. Los libros [3], [15] y [18] son trabajos muy recomendables
para consultar acerca de familias de polinomios estables.

Al principio, los investigadores se enfocaron en el problema propuesto por Maxwell y fueron
obtenidos criterios como el de Routh-Hurwitz, el teorema de Hermite-Biehler, entre algunos
otros de igual importancia. Podemos encontrar la prueba de algunos de esos criterios en los
libros [18], [36],[55], y en las tesis [30] y [60]. Después, los cient́ıficos empezaron a estudiar
otro tipo de problemas relacionados, por ejemplo, el problema de dar condiciones para que
una familia de polinomios consista solo de polinomios Hurwitz. Este tipo de problemas tiene
su motivación en aplicaciones, pues cuando se modelan fenómenos f́ısicos se deben considerar
este tipo de familias polinomiales en presencia de incertidumbres y/o perturbaciones. Tal
vez los resultados más famosos acerca de familias de polinomios Hurwitz son los teoremas
de Kharitonov [51] y el teorema de las aristas [17], en los cuales se consideran intervalos y
politopos de polinomios, respectivamente. Sin embargo, se han estudiado también otro tipo
de familias, como por ejemplo, conos y rayos de polinomios (ver [43] y [5]) o segmentos de
polinomios (ver por ejemplo [9], [19] y [26]). Recientemente, se ha estudiado la relación entre
los polinomios Hurwitz y el producto de Hadamard (ver [61], [62] y [63]).

También se han estudiado propiedades topológicas del espacio de polinomios estables (ver
[7], [8] y [44]). En particular, consideraremos el espacio de polinomios reales Hurwitz, denotado
por MH+

n , el cual es el espacio topológico de polinomios reales mónicos de grado n con
coeficientes reales positivos y ráıces con parte real negativa (esto es, ráıces en C−). En [18]
podemos verificar que el espacio MH+

n es un conjunto abierto y en [7], los autores muestran
que MH+

n es un haz vectorial trivial suave sobre MH+
n−k de rango k, aśı como la generación

de rayos de un polinomio Hurwitz. Dan algunas propiedades topológicas y diferenciales de
MH+

n .

Otro muy importante conjunto de polinomios, el cual se estudia en teoria de control de
sistemas discretos, es el espacio de polinomios mónicos de grado n con todas sus ráıces en el
disco unitario; tales polinomios son llamados polinomios Schur y el conjunto entero es denota
por MSn. En relación a las familias de polinomios Schur, recientemente se ha podido deter-
minar un intervalo de estabilidad para sistemas de datos de muestras [37] y [38]. En cuanto
al aspecto topológico, en [33] y [44] los autores muestran que el espacioMSn es contraible al
polinomio tn y como consecuencia, MH+

n es contráıble al polinomio (t + 1)n via la transfor-
mación de Möbius. Aśı, MH+

n y MSn son conexos por trayectorias. En [7] y [8] se estudia
a los polinomios con un enfoque de la topoloǵıa diferencial, mientras que en [10] se hace con
un enfoque de topoloǵıa algebráica. En este último, los autores presentan estructuras homeo-
morfas entre conjuntos de polinomios, el espacio de sus coeficientes y el espacio de sus ráıces.
Un enfoque similar se presenta en este trabajo en el caṕıtulo 3.

Entrando en materia para este trabajo, podemos hablar acerca del teorema de intersección
con la frontera para familias de polinomios. Muchas pruebas de resultados en estabilidad estan
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basadas en este teorema [27] y el principio de exclusión del cero (ver [18] para las pruebas).
En este sentido ha sido apreciada la importancia de esos dos resultados. Otro enfoque en el
cual se pueden estudiar estos dos teoremas lo podemos ver en [75], en el cual se presentan los
llamados mapeos guardián y semiguardián, quienes son los encargados de informar cuando
estamos dentro o fuera de la zona de estabilidad.

Por otra parte, dado un segmento de polinomios p0(t) + kp1(t), con k en un conjunto
acotado K, existen técnicas para encontrar los valores k−mı́n y k+

máx, los cuales son el mı́nimo
y el máximo valor de k ∈ K tal que el segmento de polinomios p0(t) + kp1(t) es robusta-
mente estable. Al intervalo con extremos k−mı́n y k+

máx se le conoce como máximo intervalo de
estabilidad y se le denota como K = [k−mı́n, k

+
máx]. Uno de los métodos se aplica utilizando las

matrices de Hurwitz de los polinomios fijos p0(t) y p1(t) (ver [19]), donde grad(p0) >grad(p1)
y p0(t) es Hurwitz estable ; mientras que el otro utiliza el principio de exclusión del cero sobre
la familia polinomial pc(iω)p0(iω) (ver [57]).

Existe una relación entre rayos estables y segmentos de polinomios estables: si p0(t)+kg(t)
es un polinomio Hurwitz estable para toda k ≥ 0, entonces ( 1

1+k )p0(t) + ( k
1+k )g(t) es un

polinomio Hurwitz estable para toda k ≥ 0, lo cual significa que la estabilidad del rayo
p0(t) + kg(t) es equivalente a la estabilidad del segmento abierto [p0(t), g(t)). Podemos ver
que para g(t) Hurwitz estable obtenemos la estabilidad del segmento cerrado [p0(t), g(t)].

Para el análisis de la estabilidad robusta de un sistema lineal, debido a la no convexidad
del conjunto de polinomio estables Hurwitz, es importante tener métodos computacionales
disponibles para verificar la estabilidad de una combinación convexa de polinomios.

Es bien conocido que MH+
n no es convexo [88], por lo que no todo segmento o rayo de

polinomios consiste de polinomios Hurwitz. Aún cuando se tengan ambos extremos estables,
no se garantiza la estabilidad de todo el segmento debido a la falta de convexidad de MH+

n .
En este trabajo, para dos polinomios Hurwitz, nos hemos planteado encontrar una trayectoria
que una a ambos polinomios con la propiedad de que esté totalmente contenida en MH+

n .
Sin embargo, no hay en la literatura de teoŕıa de control una curva en particular que una a
dos polinomios Schur o Hurwitz. Es de particular interés la obtención de esta curva conectora
estable para el diseño de controles de retroalimentación lineal.

Debido a estos atecedentes, hemos establecido la relación entre los siguientes problemas:

1. Estabilidad de rayos de polinomios.

2. Estabilidad de segmentos de polinomios.

3. El máximo intervalo de estabilidad.

4. Estabilidad de trayectorias de polinomios.

5. Diseño de controles de estabilidad u = c(µ)Tx, µ ∈ [a, b].

El diseño de controles de retroalimentación de estados se ha llevado un poco más allá de
los sistemas lineales. Existe una buena cantidad de información e investigación en el problema
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de diseño de este tipo de controles para sistemas no-lineales, como los llamados sistemas afines
de la forma

ẋ = f(x) + g(x)u, (3)

donde x son las coordenadas locales de una variedad diferenciable M (Variedad del espacio de
estados), f y g son campos vectoriales sobre M representados también en coordenadas locales
y u ∈ U los controles admisibles (ver por ejemplo [49, 80]). En el presente trabajo se toman las
coordenadas locales como Rn. La dirección de investigación en los sistemas no-lineales afines
que abordaremos, es con respecto a la bifurcación de estos y el diseño de controles con los
cuales podamos controlar dicha bifurcación. Espećıficamente, aquella bifurcación en la cual
para un punto de equilibrio x0 la matriz Jacobiana A(µ), µ ∈ R, del sistema (3) posee un par
de valores propios λ1,2(µ) = α(µ)± iβ(µ), y para un valor µ0, el sistema posee un par de va-
lores propios imaginarios puros λ1,2(µ) = ±ω0. Entonces, genericamente, un único ciclo ĺımite
bifurca del equilibrio x0 mientras este cambia su estabilidad, esto es, mientras el parámetro
µ pasa a través del cero, entonces λ1,2(µ) cruzan el eje imaginario de la zona de estabilidad
(C−) a la zona de inestabilidad (C+) o vice versa. Este fenómeno es llamado bifurcación de
Poincaré-Andronov-Hopf [48, 70, 74, 83], a la cual sólamente nos estaremos refiriendo como
la bifurcación de Hopf. Existe una amplia literatura acerca del problema de estabilizar un sis-
tema no lineal mediante controles de retroalimentación de estados [1, 2, 11, 14, 23, 34, 40, 41].
En [1], los autores diseñan un control de retroalimentación de estados no-lineal para resolver
los problemas de estabilización local y del control de la bifurcación de Hopf en sistemas no
lineales con dos modos no controlables. En [2], los autores hacen algo similar para sistemas
con un sólo punto cŕıtico no controlable. En [40], se estudia a sistemas afines con dos modos
no controlables en el eje imaginario, en el cual se presenta el control de la orientación local
de las soluciones periódicas, la variedad central, y la estabilización de la bifurcación de Hopf
mediante un control de retroalimentación de estados no-lineal (ver también [41]). En [82] se
derivan condiciones suficientes para asegurar el control de la bifurcación de Hopf en sistemas
no lineales con dos modos no controlables en el eje imaginario. Los autores utilizan el teo-
rema de la variedad central para reducir el análisis a sistemas de dimensión dos, donde las
expresiones están dadas en términos del campo vectorial original y, la ley de control diseñada
(no-lineal) tiene un término constante, el cual establece la estabilidad del punto de equilibrio,
y los términos cuadráticos determinan la orientación y la estabilidad de las soluciones periódi-
cas cerca del origen. En [34], los autores presentan un control de retroalimentación de estados
lineal para estabilizar un punto de equilibrio de sistemas no lineales con uno y dos modos
no controlables. Para ello, utilizan técnicas y resultados de teoŕıa de bifurcaciones. En estos
trabajos se diseñan controles de retroalimentación de estados de los cuales debemos resaltar
que, para controlar la bifurcación de Hopf, los controles que se proponen son no lineales y si
son lineales, sólo estabilizan. Aunque en la literatura se menciona la existencia de controles
lineales para controlar la bifurcación de Hopf (ver [1]), no se ha dado uno expĺıcitamente. En
este trabajo se diseña un control lineal con el cual se provoca y controla la bifurcación de Hopf.

El resto del presente trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 1 se establece una condición suficiente para que un rayo de polinomios
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sea Hurwitz. Tal condición es una desigualdad matricial, la cual provee una sencilla prueba
algebráica para la estabilidad de rayos de polinomios. Como una aplicación al sistema estable
en lazo abierto, se muestra que existe un cono de ganancias c, tal que la función u = −kcTx
es un control de retroalimentación estabilizante para todo k > 0. Se presenta también, una
desigualdad similar a las de los rayos para la estabilidad de segmentos de polinomios, y
finalmente, se da una aproximación de mı́nimo extremo izquierdo. Estos resultados fueron
reportados en [9] y [6].

En el caṕıtulo 2, se presentan los resultados de Bialas para resolver el problema de en-
contrar el máximo intervalo de estabilidad. Se desarrolla una técnica más sencilla que la de
Bialas para ese mismo problema. Basado en este resultado, también se aborda el problema
de estimación del mı́nimo extremo izquierdo. El contenido de este caṕıtulo está basado en
art́ıculo [57].

En el caṕıtulo 3, se prueba la existencia de una curva Hurwitz-conectora y una curva densa
en MH+

n , mediante combinaciones convexas lineales y homotoṕıa de caminos. Se exhiben
algunas propiedades del mapeo de Viète y otras versiones de la transformación de Möbuis
para probar la existencia de una curva Schur-conectora y su respectiva curva densa. Este
caṕıtulo está basado en los trabajos [58] y [59].

En el caṕıtulo 4. utilizando las ideas en la construcción de la curva Hurwitz-conectora,
se diseña un control lineal para llevar al sistema no lineal (3) a presentar la bifurcación de
Hopf. Además, se dan condiciones necesarias para controlar esta bifurcación, es decir, para
controlar el signo de la velocidad de cruce y del primer coeficiente de Lyapunov1.

1No confundir al primer coeficiente de Lyapunov con el exponente Lyapunov pues con el primero podemos
determinar la estabilidad de un sistema de acuaciones ordinarias, según su signo; mientras que el exponente de
Lyapunov de un sistema dinámico es el número que caracteriza el grado de separación entre dos trayectorias
muy cercanas
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Caṕıtulo 1

Rayos y segmentos de polinomios
Hurwitz

En este caṕıtulo se aborda el problema de determinar la estabilidad de un rayo de poli-
nomios reales P (t, k) = p0(t) + kp1(t) y/o el segmento convexo de polinomios reales (1 −
µ)p0(t) + µp1(t), µ ∈ [0, 1], con p0(t) estable y en el caso del segmento, p1(t) también estable.
Se presentan algunas técnicas para resolver tales problemas, aśı como una prueba sencilla
para calcular el mı́nimo extremo izquierdo del rayo P (t, k). Este caṕıtulo está basado en los
trabajos reportados en [5] y [9].

1.1. Hurwitz-estabilidad de rayos de polinomios

Dado que el criterio de Routh-Hurwitz y resultados relacionados usualmente llegan a ser
complicados cuando se aplican en estudios teóricos, aqúı se presenta un enfoque para obtener
caracterizaciones de rayos de polinomios Hurwitz en términos de los coeficientes correspondien-
tes. Más espećıficamente, obtenemos condiciones suficientes para un conjunto cónico p0 + K
que consiste solo de polinomios estables, donde p0 es un polinomio estable de grado n y K
es un cono convexo de polinomios de grado (n), (n − 1) o (n − 2). La condición algebráica
suficiente es la desigualdad matricial (1.2), la cual es una prueba algebráica simple. Se verá que
el rayo de polinomios dado por p0(t) + kp1(t) (k ≥ 0), donde p0(t) = t3 + 6t2 + 11t + 6 y
p1(t) = 5t2 + 11t+ 13

2 , consiste de polinomios Hurwitz que no satisfacen las condiciones tipo
Rantzer propuestas en [43] pero satisfacen la condición (1.2) propuesta en esta sección. Los
resultados principales de esta sección fueron obtenidos en el trabajo de Aguirre, Ibarra y
Suárez [5].

Como una aplicación del resultado antes mencionado, estudiaremos el problema de diseño
de controles de retroalimentación de alta ganancia de la forma u = −kcTx, donde c ∈ Rn, y
k > 0. Esto es, se establecen condiciones suficientes sobre c = (c1, c2, . . . , cn)T para asegurar
que el polinomio correspondiente c1t

n−1 + c2t
n−2 + · · ·+ cn sea Hurwitz (desigualdad (1.2)).

Más aún, para todo c que satisfaga esas condiciones, se prueba que el sistema a lazo cerra-
do correspondiente es asintóticamente estable para todos los valores del parámetro de alta
ganancia k.

1



2 Rayos y segmentos de polinomios Hurwitz

1.1.1. Prueba de Hurwitz-estabilidad para rayos de polinomios

Dado un polinomio real p0(t) = tn + a1t
n−1 + · · ·+ an, definase la matriz

D(n,n−1) =



1 0 0 0 · · · 0 0
−a2 a1 −1 0 · · · 0 0
a4 −a3 a2 −a1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · an−2 −an−3

0 0 0 0 · · · −an an−1


, (1.1)

y sean Di.
(n,n−1), D

.j
(n,n−1) el i−ésimo renglón y la j−ésima columna de la matriz D(n,n−1),

respectivamente.

Teorema 1.1.1. Sea p0(t) = tn + a1t
n−1 + · · · + an un polinomio de Hurwitz. Sea D(n,n−1)

la matriz correspondiente definida por (1.1). Si el vector c es una solución al sistema de
desigualdades lineales

D(n,n−1)c � 0, (1.2)

entonces el polinomio f(t) =
∑n

i=1 cit
n−i es Hurwitz, donde el śımbolo � (≺) significa que

toda componente de un vector dado es positivo (negativo).

Demostración. Presentaremos la prueba para n par (hacemos n = 2m), el caso cuando n es
impar es análogo. Sea F (t) = p0(−t). Entonces F (t) es un polinomio real de grado n con todas
sus ráıces en C+. Considere el polinomio F (t)f(t), el cual es un polinomio de grado 2n − 1.
Note que p0(iω) y f(iω) pueden ser escritos como

p0(iω) = P (ω2) + iωQ(ω2)

y

f(iω) = p(ω2) + iωq(ω2),

donde P , Q, p y q son polinomios reales. Tenemos

F (iω)f(iω) = [P (ω2)− iωQ(ω2)][p(ω2) + iωq(ω2)] = [Pp+ ω2Qq] + iω[Pq −Qp].

Después de algunos cálculos obtenemos

(Pq −Qp)(ω2) = −
n∑
i=1

(Di.
(n,n−1)c)ω

2(n−i).

Note la correspondencia entre los coeficientes de este polinomio y las desigualdades lineales
(1.2). Dado que Di.

(n,n−1)c > 0, i = 1, . . . , n, se sigue que F (iω)f(iω) no intersecta el eje real

para ω > 0. Sean l y r el número de ráıces de F (t)f(t) contenidos en C− y C+, respectivamente.
Dado que F (iω)f(iω) no intersecta al eje real para ω > 0, F (t)f(t) no tiene ráıces en el eje
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imaginario. Sea θ(ω) el argumento de F (iω)f(iω). Denotemos por ∆∞0 θ = θ(∞) − θ(0) el
cambio neto en el argumento. Es conocido que ∆∞0 θ = (π/2)(l− r) ([39], p. 174; [45], p. 406).
El hecho que F (iω)f(iω) no intersecte al eje real para ω > 0 implica que |∆∞0 θ| < π. Por otro
lado, sabemos que al menos n ráıces están en C+, entonces r ≥ n y l ≤ n − 1. De aqúı que,
l− r < 0. Adicionalmente, l− r es un número impar, pues l+ r = 2n− 1. Aśı que, la igualdad
∆∞0 θ = (π/2)(l − r) implica que ∆∞0 θ = −π/2. Por lo tanto, l − r = −1, de donde se sigue
que r = n y l = n− 1. De aqúı que, las n− 1 ráıces de f(t) están contenidas en C−, como se
pretend́ıa.

Observación 1.1.1. Note que la conclusión en el teorema 1.1.1 implica que c = (c1, c2, . . . , cn)T �
0 ó c = (c1, c2, . . . , cn)T ≺ 0 y dado que de la primer desigualdad en (1.2) se sigue que c1 > 0,
tenemos que necesariamente c � 0.

Consideremos el sistema

ẋ = Ax+ bu, (1.3)

donde la pareja (A, b) es controlable, x, b ∈ Rn y u = −kcTx es una función de control. Sin
pérdida de generalidad, supóngase que la pareja (A, b) está dada en la forma canónica (ver
[16]),

A =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1
−an −an−1 −an−2 · · · −a1

 , b =


0
0
...
0
1

 . (1.4)

Es bien conocido que uno de los valores propios del sistema en lazo cerrado ẋ = Ax−kbcTx,
digamos λ1, tiene la propiedad que λ1/k → c1 cuando k →∞ y el resto converge a las ráıces
del polinomio f(t) = c1t

n−1 + c2t
n−2 + · · ·+ cn [87, 77]. Por otro lado, si c � 0 es una solución

de (1.2), se sigue del teorema 1.1.1 que el polinomio f(t) es Hurwitz. Por lo tanto, el sistema
a lazo cerrado es asintóticamente estable en el origen para k suficientemente grande. Esto
muestra que el control u(t) = −kcTx es una retroalimentación de alta ganancia. Sin embargo,
tenemos el siguiente resultado que muestra una propiedad adicional del control y que puede
aplicarse en el diseño de retroalimentaciones estabilizantes de alta ganancia.

Teorema 1.1.2. Considere el sistema lineal (1.3) escrito en la forma canónica (1.4). Suponga
que A es Hurwitz, esto es, el polinomio en lazo abierto p0(t) = tn+a1t

n−1+· · ·+an es Hurwitz.
Si c � 0 es una solución de (1.2), entonces, para toda k > 0, el control u(t) = −kcTx es un
control estabilizante.
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Demostración. Supóngase que n es par (el caso para n impar es análogo). Sea n = 2m y
k > 0. Es suficiente ver que el polinomio en lazo cerrado es Hurwitz. Sean Pc(t) y P0(t)
los polinomios en lazo cerrado y en lazo abierto, respectivamente. Considere el polinomio
pc(t)p0(−t) y sean θ1(ω) y ∆∞0 θ1 = θ1(∞) − θ1(0) el argumento y el cambio neto en el
argumento de pc(iω)p0(−iω), respectivamente. Siguiendo ideas similares como en la prueba
del teorema 1.1.1 obtenemos que ∆∞0 θ1 ≤ π. Por otro lado, pc(0)p0(0) = a2m(a2m + kc2m), el
cual es un número real positivo. De aqúı que θ1(0) = 0. Ahora, analizaremos θ1(ω) cuando ω
es grande. Primero, tenemos para ω grande, pc(iω)p0(−iω) ≈ ω4m − ic1δω

4m−1. Por lo tanto,
pc(iω)p0(−iω) está en el cuarto cuadrante cuando ω es muy grande y

Im[pc(iω)p0(−iω)]

Re[pc(iω)p0(−iω)]
→ 0

cuando ω → ∞. De aqúı que, θ1(∞) = 2sπ, donde s es un entero. Entonces, dado que
∆∞0 θ1 = θ1(∞) − θ1(0) = 2sπ y |∆∞0 θ1| ≤ π, obtenemos que ∆∞0 θ1(ω) = 0. Por lo tanto, el
polinomio pc(t)p0(−t) tiene tantas ráıces en C− como en C+. Dado que tal polinomio es de
grado 2n, entonces hay n ráıces en C+. En efecto, las ráıces contenidas en C+ corresponden a
las ráıces de p0(−t), pues el polinomio en lazo abierto es un polinomio Hurwitz. Finalmente,
se sigue que las n ráıces en C− corresponden a las ráıces de pc(t), lo cual significa que pc(t)
es Hurwitz.

Observación 1.1.2. En la introducción se señaló que en general, la retroalimentación de
alta ganancia no necesariamente es un control estabilizante para todo valor del parámetro k
e ilustramos este hecho con un ejemplo. Esto ampĺıa la importancia de los teoremas 1.1.1 y
1.1.2.

El teorema 1.1.1 puede ser escrito en términos de polinomios como sigue.

Corolario 1.1.1. Dado un polinomio de Hurwitz p0(t), sea G la familia de polinomios
p1(t) = c1t

n−1 + c2t
n−2 + · · · + cn tal que cT = (c1, c2, . . . , cn)T � 0 satisface la desigual-

dad (1.2). Se asegura que para cada p1(t) ∈ G, el rayo de polinomios p0(t) + kp1(t), k ≥ 0, es
Hurwitz.

Observación 1.1.3. Estos resultados pueden ser extendidos a los casos cuando grad(p1(t)) =
n y n − 2. La condición (1.2) debe satisfacerse por una matriz como la de abajo. Dado un
polinomio real p0(t) = tn+a1t

n−1 + · · ·+an, definimos la matriz real D(n,n) ∈Mn×(n+1) como

D(n,n) =



a1 −1 0 0 · · · 0 0
−a3 a2 −a1 1 · · · 0 0
a5 −a4 a3 −a2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · −an−2 an−3

0 0 0 0 · · · an −an−1


,

y denotemos por Di.
(n,n) el i−ésimo renglón de D(n,n). Si c = (c1, c2, . . . , cn+1)T � 0 es una

solución de D(n,n)c � 0, entonces el polinomio p1(t) = c1t
n + c2t

n−1 + · · · + cn+1 es Hurwitz
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y, más aún, p0(t) + kp1(t) es Hurwitz para toda k > 0. Para el caso cuando el grado de p1(t)
es n− 2, definamos la matriz D(n,n−2) ∈M(n−1)×(n−1) como

D(n,n−2) =



a1 −1 0 0 · · · 0 0
−a3 a2 −a1 1 · · · 0 0
a5 −a4 a3 −a2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · an−2 −an−3

0 0 0 0 · · · −an an−1


.

Entonces, si c = (c1, c2, . . . , cn−1)T � 0 es solución para D(n,n−2)c � 0, el polinomio p1(t) =
c1t

n−2 + c2t
n−3 + · · ·+ cn−1 es Hurwitz y, más aún, p0(t) +kp1(t) es Hurwitz para toda k > 0.

Ejemplo 1.1.1. Considere el sistema

ẋ =

 0 1 0
0 0 1
−6 −11 −6

x+

0
0
1

 (−6,5k,−11k,−5k)x. (1.5)

La matriz D(3,2) y su inversa D−1
(3,2) están dadas por

D(3,2) =

 1 0 0
−11 6 −1

0 −6 11

 , D−1
(3,2) =

 1 0 0
2,0167 0,1833 0,0167

1,1 0,1 0,1

 .

Tenemos que p0(t) = t3 + 6t2 + 11t+ 6 es el polinomio a lazo abierto y p1(t) = 5t2 + 11t+ 13
2

es el polinomio que proporciona el sistema a lazo cerrado. Consecuentemente, p0(t) + kp1(t),
k ≥ 0, es un rayo de polinomios Hurwitz. Por otro lado, veremos que no es posible verificar
que este rayo consiste de polinomios Hurwitz utilizando las condiciones tipo Rantzer de [43],
como se afirmaba en la introducción de la sección.

Las condiciones en [43] son las siguientes: supóngase que p0(t) es un polinomio Hurwitz y
p1(t) es un polinomio semiestable1, entonces el rayo de polinomios p0(t) + kp1(t) consiste de
polinomios Hurwitz si se asegura una de las cuatro condiciones siguientes:

(i) La diferencia d = p1 − p0 satisface

∂ arg(d(iω))

∂ω
< 0, ω ∈ {w > 0|d(iw) 6= 0} .

(ii) Los polinomios p0, p1 tienen al menos una ráız en el semiplano izquierdo abierto y

∂ arg(d(iω))

∂ω
<

∣∣∣∣sin(2 arg[d(iω)])

2ω

∣∣∣∣ , ω ∈ {w > 0|d(iw) 6= 0} .

1Un polinomio es semiestable si la parte real de sus ráıces no es estrictamente positiva.
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(iii) Los polinomios p0, p1 tienen al menos una ráız en el semiplano izquierdo abierto y

∂ arg(d(iω))

∂ω
≤ 0, ω ∈ {w > 0|d(iw) 6= 0} .

(iv) Los polinomios p0, p1 tienen al menos dos ráıces en el semiplano izquierdo abierto y

∂ arg(d(iω))

∂ω
≤
∣∣∣∣sin(2 arg[d(iω)])

2ω

∣∣∣∣ , ω ∈ {w > 0|d(iw) 6= 0} .

Para este ejemplo po(t) = t3 +6t2 +11t+6, p1(t) = 5t2 +11t+ 13
2 , son polinomios Hurwitz

y, d(t), d(iω) y arg(d(iω)) están dados por

d(t) = (p1 − p0)(t) = −t3 − t2 +
1

2
, d(iω) =

1

2
+ ω2 + iω3, arg(d(iω)) = arctan

(
ω3

1
2 + ω2

)
.

No es dif́ıcil verificar que no se cumplen (i)-(iv).

(1) ∂ arg(d(iω))
∂ω =

3
2
ω2+ω4

( 1
2

+ω2)2+ω6 > 0 para toda ω ∈ {w > 0|d(iw) 6= 0} = (0,∞).

Entonces (i) no se satisface.

(2) sin(2 arg[d(iω)]) =
2ω3( 1

2
+ω2)

( 1
2

+ω2)2+ω6 , de aqúı que ∂ arg(d(iω))
∂ω < sin(2 arg[d(iω)])

2ω lo cual se satisface

si y solo si

3
2ω

2 + ω4

(1
2 + ω2)2 + ω6

<
2ω3(1

2 + ω2)

2ω[(1
2 + ω2)2 + ω6]

,

esto es, 3
2 <

1
2 , lo cual es una contradicción. Aśı, no se cumple (ii).

(3) De las desigualdades anteriores es inmediato que (iii) y (iv) tampoco se satisfacen.

En consecuencia, aunque el rayo p0(t) + kp1(t), k ≥ 0, consista de polinomios Hurwitz, no
es posible verificar este hecho utilizando las condiciones tipo Rantzer obtenidas en [43].

1.2. Direcciones y combinaciones convexas

En la derivación de resultados anaĺıticos, regularmente es más conveniente describir el
polinomio con un parámetro de incertidumbre p(t, k) = p0(t) + kp1(t), utilizando la noción de
combinaciones convexas. Si K[k−, k+], la familia de polinomios asociada tiene como puntos
extremos p(t, k−) y p(t, k+). Más aún, dado cualquier k ∈ K, podemos ver a p(t, k) como
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un punto en el segmento de ĺınea que una a p(t, k−) y p(t, k+) en el espacio de polinomios;
expresamos p(t, k) como una combinación convexa de p(t, k−) y p(t, k+) tomando

µ =
k+ − k
k+ − k−

y escribiendo

p̃(t, k) = µp(t, k−) + (1− µ)p(t, k+).

Inversamente, para todo µ ∈ [0, 1], le corresponde algún k ∈ [k−, k+] tal que p̃(t, µ) =
p(t, k). Dado este isomorfismo entre k ∈ K y µ ∈ [0, 1] es equivalente si trabajamos con la fa-
milia original de polinomios o trabajamos con una familia equivalente P̃ = {p̃(·, µ) : µ ∈ [0, 1]}
definida por

p̃(t, µ) = µp̃0(t) + (1− µ)p̃1(t),

donde p̃0(t) y p̃1(t) son polinomios fijos. Esto es, P = P̃. Por supuesto que los polinomios fijos
asociados a P̃ no son los mismos asociados a P.

Observación 1.2.1 (Representación usando una dirección). Para la familia de polinomios
descrita por p(t, k) = p0(t) + kp1(t) y k ∈ [k−, k+], sean f(t) = p0(t) + k−p1(t) y g(t) =

p0(t) + k+p1(t). Tomemos µ = k−k−
k+−k− y definamos

p(t, µ) = f(t) + µg(t).

Entonces la familia P̂ = {p(·, µ) : µ ∈ [0, 1]} representa a la misma familia original.

Motivados por el análisis de robustez de sistemas con incertidumbre en los parámetros,
se han propuesto diferentes enfoques para estudiar la estabilidad de segmentos de polinomios
([19, 20, 24, 26, 72]). La pregunta es como encontrar condiciones sobre los polinomios estables
p0(t) y p1(t) tal que el segmento de polinomios descrito por p(t, µ) = µp0(t) + (1 − µ)p1(t)
es estable para toda µ ∈ [0, 1]. El primer resultado donde fueron obtenidas las condiciones
necesarias y suficientes, fué el teorema de Bialas, que se presentan en la sección 2.1.2 del
caṕıtulo 2 (ver [15, 19, 35]). Un enfoque diferente, en términos del dominio de la frecuencia,
el cual es conocido como el lema del segmento, fué establecido por Chapellat y Bhattacharyya
(ver [26] y [18]). En este lema, la estabilidad de p(t, µ) es equivalente a ciertas condiciones
que deben ser satisfechas por la parte par y la parte impar asociados a los polinomios p0(t) y
p1(t). Por otro lado, N. Bose obtuvo un método para determinar la estabilidad de segmentos
de polinomios complejos y es conocido como prueba de Bose [21].

Basado en los criterios anteriores, han sido desarrollado varios algoritmos para probar efi-
cientemente la estabilidad de segmentos de polinomios. Se utilizó el lema del Segmento para
desarrollar un algoritmo en [24]. En la misma dirección, más recientemente, en [47] se obtuvo
un procedimiento para la estabilidad Hurwitz de combinaciones convexas de polinomios en
un número finito de operaciones. Relacionado al trabajo de Bose [22], en [20] hay una prueba
que puede ser utilizada para determinar la estabilidad de segmentos de polinomios complejos.
Además, En [24] se obtuvieron las bien conocidas condiciones de Rantzer (ver [43]).
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1.3. Hurwitz-estabilidad de segmentos de polinomios

En esta sección exponemos las condiciones para la estabilidad de segmentos de polinomios
que fueron presentadas en [9].

1.3.1. Prueba de Hurwitz-estabilidad para segmentos de polinomios

El objetivo principal de esta subsección es obtener condiciones para la estabilidad de
segmentos de polinomios. Siguiendo las ideas expuestas en la sección 1.1.1, aqúı estudiaremos
el problema de obtener condiciones algebráicas simples para verificar la estabilidad de un
segmento de polinomios. Es importante notar que el enfoque propuesto en esta sección, provee
condiciones suficientes usadas cuando grad(p0) = n y grad(p1) = n, n− 1, n− 2 en contraste
con el Lemma del Segmento, donde se supone grad(p0) =grad(p1). Como se vió en [16], no es
necesario estudiar los casos cuando grad(p1(t)) < n− 2.
Este enfoque para el caso grad(p0) =grad(p1) es como sigue: Dado un polinomio Hurwitz
estable p0(t) = tn + a1t

n−1 + · · · + an, sea p1(t) = c1t
n + c2t

n−1 + · · · + cn+1 un polinomio
arbitrario de grado n. Definamos la matriz

E(n,n) =



1 0 0 0 · · · 0 0
−a2 a1 −1 0 · · · 0 0
a4 −a3 a2 −a1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · an−1 −an−2

0 0 0 0 · · · 0 an


. (1.6)

Si los polinomios p0(t) y p1(t) son Hurwitz estables y el vector c = (c1, . . . , cn+1)T � 0 satisface
el sistema de desigualdades lineales

E(n,n)c � 0, (1.7)

entonces, la combinación convexa λp0(t) + (1 − λ)p1 es Hurwitz estable para toda λ ∈ [0, 1].
El śımbolo � 0 (� 0) significa que toda componente de un vector dado es no negativa (no
positiva) y el śımbolo � significa que toda componente de un vector dado es no negativa, pero
existe al menos una componente positiva.
Se puede obtener un resultado similar para el caso grad(p1(t)) = n− 1. En este caso la matriz
E(n,n−1) ∈Mn×n está definida por

E(n,n−1) =



a1 −1 0 0 · · · 0 0
−a3 a2 −a1 1 · · · 0 0
a5 −a4 a3 −a2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · an−1 −an−2

0 0 0 0 · · · 0 an


, (1.8)
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y la desigualdad correspondiente es

E(n,n−1)c � 0. (1.9)

También estudiaremos la situación cuando es conocido uno de los polinomios Hurwitz, diga-
mos p0(t), y el problema es encontrar todos los posibles p1(t) tales que λp0(t) + (1− λ)p1(t)
es Hurwitz para toda λ ∈ [0, 1].
Finalmente, se utiliza el mismo enfoque para estimar el mı́nimo extremo izquierdo de un
segmento estable, esto es, dados los polinomios Hurwitz estables p0(t) y p1(t) tales que el
vector de coeficientes de p1 satisface (1.7) ó (1.9), entonces se encontró un número k0 < 0 tal
que p0(t) + kp1(t) es Hurwitz estable para toda k > k0. El problema de calcular el mı́nimo
extremo izquierdo fué resuelto por Bialas [5], y se aborda en el caṕıtulo 2. Aunque k0 es
solo una estimación de kmı́n, lo interesante del presente enfoque es que k0 es obtenido por un
cálculo algebráico sencillo. Contrario a la estabilidad de segmentos donde se han reportado
una buena cantidad de trabajos, el caso de rayos con relación al mı́nimo extremo izquierdo,
podemos mencionar solo el trabajo de Bialas, de donde se ve la importancia de la subsección
1.3.2, y los trabajos [5] y [9].

Los resultados principales de esta sección están basados en el siguiente lema, donde se dan
condiciones suficientes para que un polinomio real sea Hurwitz.

Lema 1.3.1. Sean F (t) y f(t) polinomios reales de grado n, tales que f(t) tiene coeficientes
positivos, f(0) 6= 0 y las ráıces de F (t) están contenidas en C+. Considere el polinomio de
grado 2n dado por F (t)f(t). Si F (iω)f(iω) 6= 0 y F (iω)f(iω) no intersecta a L para toda
ω > 0, donde L es una ĺınea recta en el plano complejo que pasa a través del origen, entonces
todas las ráıces de f(t) están en C−.

Demostración. Suponga que n es par (el caso impar es análogo). Sea n = 2m y sean F (t), f(t)
dados por

F (t) = b0t
2m + b1t

2m−1 + · · ·+ b2m,

f(t) = d0t
2m + d1t

2m−1 + · · ·+ d2m.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que b0 > 0, entonces b2m > 0 también, da-
do que las ráıces de F (t) están en C+. Sean l y r el número de ráıces de F (t)f(t) con-
tenidas en C− y C+, respectivamente. Sea θ(ω) el argumento de F (iω)f(iω). Denotemos por
∆∞0 θ(ω) = θ(∞)− θ(0) el cambio neto en el argumento. Dado que F (t)f(t) no tiene ráıces en
el eje imaginario, tenemos que ∆∞0 θ(ω) = π

2 (l− r) ([13, pag. 174]; [23, pag. 406]). El hecho de
que F (iω)f(iω) no intersecta a L para ω > 0, implica que |∆∞0 θ(ω)| ≤ π.
Ahora, analizaremos θ(∞) − θ(0) cuando ω es muy grande. Primero, tenemos que para ω
muy grande, F (iω)f(iω) ≈ b0d0ω

4m − i[b1d0 + b0d1]ω4m−1. Aśı que, Re[F (iω)f(iω)] > 0

y Im[F (iω)f(iω)]
Re[F (iω)f(iω)] → 0 cuando ω → ∞. Dado que F (0)f(0) = b2md2m > 0, se sigue que

∆∞0 θ(ω) = θ(∞)− θ(0) = 2sπ, donde s es un número entero. Dado que F (iω)f(iω) no inter-
secta a L para toda ω > 0, entonces |∆∞0 θ(ω)| ≤ π, y por tanto tenemos que ∆∞0 θ(ω) = 0.
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Por lo tanto, el polinomio F (t)f(t) tiene tantas ráıces en C− como en C+. Dado que tal poli-
nomio tiene grado 2n, hay n ráıces en C+. En efecto, las ráıces en C+ corresponden a F (t).
De aqúı se sigue que las n ráıces en C− conrresponden a las ráıces de f(t), lo cual significa
que f(t) es Hurwitz estable. �

Observación 1.3.1. Casos particulares del lema 1.3.1, son situaciones en las cuales L es el
eje real o el eje imaginario. Cuando L es uno de esos ejes, las matrices asociadas son fáciles
de calcular. Nuestros resultados principales están basados en esos dos casos.

En el siguiente teorema aplicamos el lema 1.3.1, cuando L es el eje imaginario.

Teorema 1.3.1. Considere los polinomios Hurwitz estables p0(t) = tn + a1t
n−1 + · · · + an

y p1(t) = c1t
n + c2t

n−1 + · · · + cn+1. Si c = (c1, . . . , cn+1)T � 0 es una solución de (1.7),
entonces, para toda λ ∈ [0, 1], el polinomio λp0(t) + (1− λ)p1(t) es Hurwitz estable.

Demostración. Supongamos que n es par (el caso impar es análogo). Sea n = 2m y λ ∈ [0, 1].
Sean p, q, P,Q los polinomios

p(L) = c2m+1 − c2m−1L+ c2m−3L
2 + · · ·+ (−1)mc1L

m

q(L) = c2m − c2m−2L+ · · ·+ (−1)m−1c2L
m−1 (1.10)

P (L) = a2m − a2(m−1)L+ · · ·+ (−1)m−1a2L
m−1 + (−1)mLm

Q(L) = a2m−1 − a2m−3L+ · · ·+ (−1)m−1a1L
m−1.

Entonces se asegura que

[λp0 + (1− λ)p1](iω) = [λP + (1− λ)p](ω2) + iω[λQ+ (1− λ)q](ω2)

p0(iω) = P (ω2) + iωQ(ω2).

Considere el polinomio p0(−t)[λp0(t) + (1− λ)p1(t)]. Aśı obtenemos

p0(−iω)[λp0 + (1− λ)p1](iω) = P (ω2)[λP (ω2) + (1− λ)p(ω2)]

+ω2Q(ω2)[λQ(ω2) + (1− λ)q(ω2)]

+iω(1− λ)[P (ω2)q(ω2)−Q(ω2)p(ω2)].

Esto es,

p0(−iω)[λp0 + (1− λ)p1](iω) = λ[P 2(ω2) + ω2Q2(ω2)]

+(1− λ)[P (ω2)p(ω2) + ω2Q(ω2)q(ω2)]

+iω(1− λ)[P (ω2)q(ω2)−Q(ω2)p(ω2)]. (1.11)

Dado que

P (ω2)p(ω2) + ω2Q(ω2)q(ω2) =
n+1∑
i=1

(Ei(n,n) · c)ω
2(n+1−i),
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y el vector c � 0 es una solución del sistema de desigualdades (1.7), el polinomio P (ω2)p(ω2)+
ω2Q(ω2)q(ω2) no tiene ráıces positivas. Consecuentemente, para toda ω > 0, p0(−iω)[λp0 +
(1 − λ)p1](iω) no intersecta al eje imaginario. Finalmente, dado que p0(−t) y λp0(t) + (1 −
λ)p1(t) satisfacen las hipótesis del lema 1.3.1, tenemos que el polinomio λp0(t) + (1− λ)p1(t)
es Hurwitz estable para toda λ ∈ [0, 1].

Observación 1.3.2. El teorema 1.3.1 puede ser extendido al caso cuando grad(p1(t)) = n−1.
Para probar este resultado necesitamos redefinir los polinomios p(L) y q(L) como

p(L) = c2m − c2(m−1)L+ · · ·+ (−1)m−1c2L
m−1,

q(L) = c2m−1 − c2m−3L+ · · ·+ (−1)m−1c1L
m−1,

y la prueba sigue los mismos pasos que el teorema 1.3.1.
Por otro lado, usando el mismo método, el teorema 1.3.1 no puede ser extendido al caso
cuando grad(p1(t)) = n − 2, dado que la matriz correspondiente En,n−2 en Mn×(n−1) esta
dada por

E(n,n−2) =



−1 0 0 0 · · · 0 0
a2 −a1 1 0 · · · 0 0
−a4 a3 −a2 a1 · · · 0 0

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · an−1 −an−2

0 0 0 0 · · · 0 an


, (1.12)

pero la primer desigualdad implica que −c1 ≥ 0, la cual no se satisface, pues c1 > 0.

Observación 1.3.3. En la subsección 1.1.1 se obtuvieron condiciones similares a (1.7) para
la estabilidad de rayos de polinomios. Existe una relación obvia entre los rayos estables y los
segmentos de polinomios estables: si p0(t) + kg(t) es un polinomio Hurwitz estable para toda
k ≥ 0, entonces ( 1

1+k )p0(t) + ( k
1+k )g(t) es un polinomio Hurwitz estable para toda k ≥ 0,

lo cual significa que la estabilidad del rayo p0(t) + kg(t) es equivalente a la estabilidad del
segmento abierto [p0(t), g(t)). Observe que para g(t) Hurwitz estable obtenemos la estabilidad
del segmento cerrado [p0(t), g(t)].

En la prueba del Teorema 1.3.1, cuando analizamos la función compleja p0(−iω)[λp0(t) +
(1 − λ)p1(t)](iω) definida en (1.11), la ĺınea recta L fué el eje imaginario. Una posibilidad
diferente seŕıa considerar L como el eje real. Tal análisis fué hecho en la subsección 1.1.1, y los
resultados fueron dados en términos de una desigualdad similar D(n,j)c � 0, j = n, n−1, n−2,
dada por las siguientes matrices:

D(n,n) =



a1 −1 0 0 · · · 0 0
−a3 a2 −a1 1 · · · 0 0
a5 −a4 a3 −a2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · −an−2 an−3

0 0 0 0 · · · an −an−1


, (1.13)
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para el caso cuando grad(p1(t)) = n, mientras que

D(n,n−1) =



1 0 0 0 · · · 0 0
−a2 a1 −1 0 · · · 0 0
a4 −a3 a2 −a1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · an−2 −an−3

0 0 0 0 · · · −an an−1


, (1.14)

para el caso grad(p1(t)) = n−1; y para grad(p1(t)) = n−2, la matriz D(n,n−2) ∈M(n−1)×(n−1)

es

D(n,n−2) =



a1 −1 0 0 · · · 0 0
−a3 a2 −a1 1 · · · 0 0
a5 −a4 a3 −a2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · an−2 −an−3

0 0 0 0 · · · −an an−1


. (1.15)

Reescribiendo esos resultados para segmentos de polinomios en lugar de rayos, obtenemos
el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2. Considere el polinomio Hurwitz estable p0(t) = tn + a1t
n−1 + · · · + an. Si

p1(t) es un polinomio Hurwitz estable con grad(p1(t)) = n, n − 1, o n − 2, y su vector de
coeficientes c satisface el sistema de desigualdades lineales

D(n,j)c � 0, j = n, n− 1, n− 2, (1.16)

dependiendo del grado de p1(t), entonces el polinomio λp0(t) + (1−λ)p1(t) es Hurwitz estable
para toda λ ∈ [0, 1].

1.3.2. El mı́nimo extremo izquierdo

En esta subsección, dados los polinomios Hurwitz estables p0(t) y p1(t), nos interesa el
problema de estimar el mı́nimo k−mı́n < 0 tal que p0(t)+kp1(t) es un polinomio Hurwitz estable
para toda k > k−mı́n (ver [19]). Usando los resultados presentados en las secciones anteriores,
encontraremos un número k0 < 0 tal que p0(t)+kp1(t) es Hurwitz estable para toda k > k0, si
el vector de coeficientes de p1 satisface (1.7) o (1.9). k0 es una estimación de k−mı́n ( k0 > k−mı́n),
pues no sabemos si k0 es el número más pequeño con esta propiedad. El problema de calcular
el mı́nimo extremo izquierdo k−mı́n fué resuelto por Bialas [19], y lo abordamos en el caṕıtulo
2. Con el enfoque que se presenta a continuación , k0 se obtiene por un calculo algebráico.

Considere el polinomio

p(t, k) = p0(t) + kp1(t),
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donde p0(t) = tn+a1t
n−1 + · · ·+an está dado. Suponga que p0(t) es un polinomio Hurwitz es-

table, y sea E(n,n) la matriz correspondiente definida como en (1.6). Si el vector de coeficientes

c = (c1, c2, . . . , cn+1)T � 0 del polinomio p1(t) =
∑n+1

i=1 cit
n+1−i es una solución del sistema

de desigualdades lineales (1.7), entonces p0(t) + kp1(t) es un polinomio Hurwitz estable para
toda k ≥ 0. En la sección 2.1.2 se probara que

k−mı́n =
1

λ−mı́n[−H−1(p0)H(p1)]
, (1.17)

donde H(p0), H(p1) son las matrices de Hurwitz de los polinomios p0 y p1, respectivamente,
y λ−mı́n[−H−1(p0)H(p1)] es el mı́nimo valor propio negativo de la matriz −H−1(p0)H(p1).
Observe que, numéricamente (1.17) no es fácil de calcular, pues los cálculos implican resolver
un problema de valores propios de orden n. Enseguida, daremos la técnica para obtener una
estimación de k−mı́n.

Def́ınase la matriz

Z(n,n) =



1 0 0 0 · · · 0 0
0 a1 −2 0 · · · 0 0
0 0 a2 −2a1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · an−1 −2an−2

0 0 0 0 · · · 0 an


, (1.18)

y denotemos por Zi(n,n) el i−ésimo renglón de la matriz Z(n,n) y sea a = (1, a1, . . . , an)T .

Teorema 1.3.3. Sea p0(t) = tn + a1t
n−1 + · · ·+ an un polinomio Hurwitz estable. Sea E(n,n)

la matriz correspondiente definida por (1.6). Si c = (c1, c2, . . . , cn+1)T � 0 es un vector
solución del sistema de desigualdades lineales (1.7), cada componente de E(n,n)c es positiva, y

el polinomio p1(t) está dado por p1(t) =
∑n+1

i=1 cit
n+1−i, entonces p0(t)+kp1(t) es un polinomio

Hurwitz estable para toda k > k0, donde

k0 = máx
i=1,...,n+1

(
−
Zi(n,n)a

Ei(n,n)c

)
.

Demostración. De una manera similar a la prueba del teorema 1.3.1, tenemos

p0(−iω)[p0 + kp1](iω) = [P 2(ω2) + ω2Q2(ω2)]

+k[P (ω2)p(ω2) + ω2Q(ω2)q(ω2)]

+iωk[P (ω2)q(ω2)−Q(ω2)p(ω2)].

Note que la expresión P 2(ω2) + ω2Q2(ω2) + k[P (ω2)p(ω2) + ω2Q(ω2)q(ω2)] puede ser escrito
como

ω2(n+1) +

n+1∑
i=1

(Zi(n,n)a+ kEi(n,n)c)ω
2(n+1−i).
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Si k > k0, entonces

k > −
Zi(n,n)a

Ei(n,n)c
∀ i = 1, . . . , n+ 1.

Dado que Ei(n,n)c > 0 para toda i = 1, . . . , n+ 1, se sigue que kEi(n,n)c > −Z
i
(n,n)a y entonces

Zi(n,n)a+ kEi(n,n)c > 0 para toda i = 1, . . . , n+ 1. Por lo tanto, para toda ω > 0, p0(−iω)[p0 +

kp1](iω) no intersecta el eje imaginario, de lo cual tenemos que p0(−t) y p0(t)+kp1(t) satisfacen
las hipótesis del lema 1.3.1. Esto implica que el polinomio p0(t) + kp1(t) es Hurwitz estable
para toda k > k0, lo cual prueba el teorema.

Observación 1.3.4. La extensión del teorema 1.3.3 para el caso donde grad(p1(t)) = n − 1
resulta ser de la siguiente manera: p0(t) + kp1(t) es Hurwitz estable para toda k > k0 si,

k0 = máx
i=1,...,n

(
−
Zi(n,n−1)a

Ei(n,n−1)c

)
,

y

Z(n,n−1) =



a1 −2 0 0 · · · 0 0
0 a2 −2a1 2 · · · 0 0
0 0 a3 −2a2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · an−1 −2an−2

0 0 0 0 · · · 0 an


. (1.19)

Observación 1.3.5. Para el segmento de polinomios p(t, q) = p0(t) + q[p1(t) − p0(t)] donde
q ∈ [0, 1], se sigue del teorema 1.3.3 que p(t, q) es Hurwitz estable para toda q ≥ q0, donde
q0 = k0

1+k0
. Si k0 ≤ −1, resulta que p(t, q) es Hurwitz estable para toda q ∈ (−∞, 0].

Ejemplo 1.3.1. Sean p0(t) = t3 + 7t2 + 14t+ 8, p1(t) = t2 + 4t+ 6. Para calcular k0, primero
tenemos que

Z(3,2)a =

7 −2 0
0 14 −14
0 0 8

 7
14
8

 =

21
84
64


E(3,2)c =

 7 −1 0
−8 14 −7
0 0 8

1
4
6

 =

 3
6
48


Entonces, k0 = máx(−21

3 ,−
84
6 ,−

64
48) = −4

3 . Para calcular k−mı́n, encontramos que

H(p0) =

7 8 0
1 14 0
0 7 8

 , H(p1) =

1 6 0
0 4 0
0 1 6
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y

H−1(p0)H(p1) =

 7
45

26
45 0

− 1
90

11
45 0

7
720 − 4

45
3
4

 , σ(−H−1(p0)H(p1)) =

{
−3

4
,−1

5
± 1

15
i

}
.

Por tanto, λ−mı́n = −3
4 , aśı que k−mı́n = −4

3 = k0.

Enseguida, presentamos un ejemplo donde k0 > k−mı́n.

Ejemplo 1.3.2. Para los polinomios p0(t) = t3 + 7t2 + 14t + 8, p1(t) = 26t2 + 137t + 90,
obtenemos que k0 > k−mı́n. Definiendo las matrices Z(3,2), E(3,2) como en (1.19) y (1.8),
respectivamente, tenemos

Z(3,2)a =

21
84
64

 , E(3,2)c =

 45
1080
720


del cual k0 = máx(−21

45 ,−
84

1080 ,−
64
720) = − 7

90 = −0.07778. Por otro lado, dadas las matrices
Hurwitz H(p0) y H(p1), σ(−H−1(p0)H(p1)) = { -11.25,-4.1399,-9.5601}, y λ−mı́n = −11.25.
Finalmente, k−mı́n = −0.088889< k0 = −0.07778.
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Caṕıtulo 2

El máximo intervalo de estabilidad

En esta sección, nos concentraremos en ideas técnicas debidas a Bialas ([19]), con refi-
namientos hechos por Fu y Barmish (ver [15, 35]). Adicionalmente, consideraremos el rayo
de polinomios reales P (t, k) = p0(t) + kp1(t) con k tomando valores en un conjunto acotado
K = [k−, k+]. Utilizaremos los coeficientes de p0(t) y p1(t) para construir una matriz especial
cuyos valores propios nos permitirán obtener el máximo intervalo de estabilidad.

2.1. El criterio del valor propio: el teorema de Bialas (1985)

Comenzaremos el análisis con las siguientes definiciones técnicas que pueden ser vistas en
las páginas 50 y 51 de [15].

Definición 2.1.1 (Subfamilias). Considere el polinomio p0(t) + kp1(t), con p0(t) estable y el
conjunto acotado K = [k−, k+], donde k− ≤ 0 y k+ ≥ 0. Definamos

P(k+) = {p(·, k)| 0 ≤ k ≤ k+} y P(k−) = {p(·, k)| k− ≤ k ≤ 0},

las cuales son subfamilias de la familia original P = {p(·, k) : k ∈ K}.

Definición 2.1.2 (Intervalo máximo de estabilidad). Asociado con la subfamilia P(k+), defin-
imos el margen de robustez derecho como

k+
máx = sup {k+ : P(k+) es robustamente estable},

y asociado con la subfamilia P(k−), definimos el margen de robustez izquierdo como

k−mı́n = ı́nf {k− : P(k−) es robustamente estable}.

Consecuentemente, al intervalo

Kmáx = (k−mı́n, k
+
máx)

lo llamaremos máximo intervalo de estabilidad.

17
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Definición 2.1.3 (La matriz Hurwitz). Para un polinomio fijo

p(t) = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a0,

con an > 0, el arreglo de tamaño n× n

H(p) =



an−1 an−3 an−5 an−7 · · · 0
an an−2 an−4 an−6 · · · 0
0 an−1 an−3 an−5 · · · 0
0 an an−2 an−4 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · a0


Es llamada la matriz de Hurwitz asociada a p(t).

Observación 2.1.1 (Criterio de estabilidad de Hurwitz). Recordemos el criterio clásico de
estabilidad de Hurwitz: Un polinomio p(t) es estable si y sólo si todos los menores principales
de H(p) son positivos. Por ejemplo, el primer menor principal es el ∆1 = an−1, el segundo
menor principal es

∆2 = det

(
an−1 an−3

an an−2

)
,

y el último menor principal es ∆n = detH(p).

Definición 2.1.4 (λ+
máx(M) y λ−mı́n(M)). Dada una matriz de tamaño n × n, definimos

λ+
máx(M) como el máximo valor propio real positivo de M . Cuando M no tenga valores pro-

pios reales positivos λ+
máx(M) = 0+. Similarmente, definimos λ−mı́n(M) como el mı́nimo valor

propio real negativo de M . Cuando M no tenga valores propios reales negativos, entonces
λ−mı́n(M) = 0−.

Enseguida, estableceremos los siguientes tres lemas técnicos. El primer lema consiste de
la fórmula de Orlando, y el segundo lema, es un resultado clásico en dependencia continua de
las ráıces de un polinomio con parámetros.

Lema 2.1.1 (Fórmula de Orlando). Considere un polinomio fijo

p(t) = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a0,

con an > 0, ráıces λ1, . . . , λn y matriz Hurwitz H(p). Entonces

detH(p) = (−1)
n(n−1)

2 an−1
n a0

∏
1≤i<j≤n

(λi + λj).

Para una prueba ver Gantmakher [36].
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Lema 2.1.2 (Dependencia continua de las ráıces). Considere la familia de polinomios P
descrita por p(t, k) =

∑n
i=0 ai(k)ti y k ∈ K. Supóngase que P tiene grado invariante y fun-

ciones coeficientes a0(k), a1(k), . . . , an(k), los cuales dependen continuamente de k. Entonces
las ráıces de p(t, k) vaŕıan cont́ınuamente con respecto a k ∈ K. Esto es, existen mapeos
continuos λi : K → C, para i = 1, . . . , n, tales que λ1(k), . . . , λn(k) son las ráıces de p(t, k).

Para una prueba ver Bhattacharyya ([18]) ó Marden (1966).

Lema 2.1.3 (Invarianza de la no singularidad). Considere la familia de polinomios P de-
scrita por p(t, k) = p0(t) + kp1(t) y con k ∈ K = [k−, k+]. Suponga que p0(t) es estable con
coeficientes positivos y que grad(p0(t)) > grad(p1(t)). Entonces la subfamilia P(k+) es ro-
bustamente estable si y sólo si H(p(·, k)) es no singular para toda k ∈ [0, k+]. Similarmente,
la subfamilia P(k−) es robustamente estable si y sólo si H(p(·, k)) es no singular para toda
k ∈ [k−, 0].

Demostración. Estableceremos el resultado para P(k+) y notaremos que la prueba para P(k−)
es idéntica. Procediendo con la prueba de necesidad, asumimos que P(k+) es robustamente
estable y simplemente observamos que la no singularidad de H(p(·, k)) para toda k ∈ [0, k+]
se sigue del criterio clásico de estabilidad de Hurwitz; esto es, el último menor principal, el
cual es el determinante de H(p(·, k)), no debe ser cero para toda k ∈ [0, k+].
Para la prueba de suficiencia, asumiremos que H(p(·, k)) es no singular para toda k ∈
[0, k+] y debemos probar que P(k+) es robustamente estable. Procediendo por contradic-
ción, supóngase que p(t, k∗) es inestable para algún k∗ ∈ [0, k+]. De acuerdo con el lema 2.1.2,
existe una ráız λj(k) la cual vaŕıa cont́ınuamente en k ∈ [0, k∗], tal que λj(k) se encuentra
en el semiplano abierto izquiedo cuando k = 0 (pues p0(t) es estable) y se encuentra sobre el
semiplano cerrado derecho en k = k∗. Por continuidad de λj(k), existe k̂ ∈ [0, k∗] tal que λj(k̂)

está sobre eje imaginario. Para completar la prueba, afirmamos que H(p(·, k̂)) es singular, la
cual es la contradicción buscada. Esta afirmación se establece fácilmente a partir de la fórmula
de Orlando, en el lema 2.1.1. Para esto, hay dos casos. El primer caso es que λj(k̂) = 0, es

decir, tenemos una ráız igual a cero en k̂. Aśı que, el término independiente a0(k) de (2.1) debe
ser cero en k = k̂, y por la fórmula de Orlando, tenemos que detH(p(·, k̂)) = 0. El segundo
caso es que λj(k̂) 6= 0. Dado que λj(k̂) es imaginario puro, debemos tener una ráız diferente

λr(k̂) tal que λr(k̂) = −λj(k̂). Esto implica que el término λr(k̂) + λj(k̂) en la fórmula de

Orlando debe ser cero, y de nuevo tenemos que detH(p(·, k̂)) = 0. �

Teorema 2.1.1 (Criterio del valor propio). Considere el polinomio

p(t, k) = p0(t) + kp1(t)

con p(t, 0) = p0(t) estable, con coeficientes positivos y grad(p0(t)) >grad(p1(t)). Entonces el
intervalo máximo para estabilidad robusta está descrito por

k+
máx = 1

λ+
máx(−H−1(p0)H(p1))

y k−mı́n = 1
λ−mı́n(−H−1(p0)H(p1))

,

donde H(p1) es una matriz de tamaño n × n, obtenida al tratar a p1 como un polinomio de
órden n y de esta manera poder efectuar la multiplicación H−1(p0)H(p1).
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En el teorema 2.1.1, tratar a p1(t) como polinomio de grado n es en el sentido de que si
m < n es el grado de p1(t), consideramos los n−m términos tn, tn−1, . . . , tn−m con coeficiente
cero y los sumamos a p1(t) para obtener simbólicamente un polinomio de grado n con matriz
de Hurwitz H(p1) de tamaño n× n.

Demostración del teorema 2.1.1. Para la prueba, derivaremos la fórmula para k+
máx y simple-

mente notaremos que la fórmula para k−mı́n se obtiene a través de ideas similares. Para k+ ≥ 0
fijo se sigue del lema 2.1.3 que P(k+) es robustamente estable si y sólo si H(p(·, k)) es no
singular para toda k. Dado que

H(p(·, k)) = H(p0 + kp1) = H(p0) + kH(p1),

se sigue que k+
máx es el valor más grande de k+ tal que

det[H(p0) + kH(p1)] 6= 0,

para toda k ∈ (0, k+). Ahora, dado que p0(t) es estable, H(p0) es invertible y podemos
multiplicar por H−1(p0)/k y caracterizar k+

máx por la condición

det[ 1
kI +H−1(p0)H(p1)] 6= 0, para toda k ∈ (0, k+

máx).

Para esto, tenemos dos casos a considerar.

Caso I. La matriz −H−1(p0)H(p1) no tiene valores propios reales positivos. En este caso
det[ 1

kI +H−1(p0)H(p1)] 6= 0 para toda k ∈ (0,∞). Dado que λ+
máx(−H−1(p0)H(p1)) = 0+, se

tiene que

k+
máx = ĺım

r→λ+
máx

1

r
= +∞.

Aśı, det[ 1
kI +H−1(p0)H(p1)] 6= 0 para toda k ∈

(
0, 1

λ+
máx(−H−1(p0)H(p1))

)
.

Caso II. La matriz −H−1(p0)H(p1) tiene valores propios reales positivos 0 < λ1 ≤ λ2 ≤
· · · ≤ λr. Aśı que

det[
1

k
I +H−1(p0)H(p1)] = 0,

si y sólo si 1
k = λj , es decir k = 1

λj
, para algún j. Notemos que

0 <
1

λr
≤ 1

λr−1
≤ · · · ≤ 1

λ1
.

Por tanto, si k < 1
λr

= 1
λ+

máx(−H−1(p0)H(p1))
, entonces det[ 1

kI+H−1(p0)H(p1)] 6= 0, por lo cual,

k+
máx = 1

λ+
máx

.
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Combinando ambos casos obtenemos la fórmula

k+
máx =

1

λ+
máx(−H−1(p0)H(p1))

.

Ejemplo 2.1.1. Considere los polinomios p0(t) = t3 + 6t2 + 12t + 6 y p1(t) = t2 − 2t + 1.
Consideremos el polinomio p(t, k) = p0(t) + kp1(t). Tenemos que

H(p0(t)) =

6 6 0
1 12 0
0 6 6

 y H(p1(t)) =

1 1 0
0 −2 0
0 1 1

 .

Luego,

−H(p0(t))−1H(p1(t)) = −

 2
11 − 1

11 0
− 1

66
1
11 0

1
66 − 1

11
1
6

1 1 0
0 −2 0
0 1 1

 =

− 2
11 − 4

11 0
1
66

13
66 0

− 1
66 − 4

11 −1
6

 ,

el cual tiene valores propios λ1 = λ2 = −1
6 y λ3 = 2

11 . De aqúı que λ+
máx(H(p0)−1H(p1)) = 2

11
y λ−mı́n(H(p0)−1H(p1)) = −1

6 . Por tanto el polinomio p(t, k) = p0(t) + kp1(t) es robustamente
estable en [k−mı́n, k

+
máx] = [−6, 11

2 ]. �

Ejemplo 2.1.2. Considere los polinomios p0(t) = t3 + 5t2 + 8t+ 4 y p1(t) = t2 − 2t+ 2. Es
claro que p0(t) es Hurwitz estable, pues la condición a1a2 − a3 = 36 > 0. p1(t) no es Hurwitz
estable. Luego,

H(p0(t)) =

5 4 0
1 8 0
0 5 4

 y H(p1(t)) =

1 2 0
0 −2 0
0 1 2

 .

Aśı,

−H(p0(t))−1H(p1(t)) = −

 2
9 −1

9 0
− 1

36
5
36 0

5
144 − 25

144
1
4

1 2 0
0 −2 0
0 1 2

 =

 −2
9 −2

3 0
1
36

1
3 0

− 5
144 −2

3 −1
2

 ,

el cual tiene valores propios λ1 = −0.5, λ2 = −0.18661 y λ3 =0.29772. De aqúı que

λ+
máx(H(p0)−1H(p1)) =0.29772

y

λ−mı́n(H(p0)−1H(p1)) = −0.5.

Por tanto el polinomio p(t, k) = p0(t)+kp1(t) es robustamente estable para toda k ∈ [−2,3.3589].
�
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Para consolidar las ideas técnicas asociadas al teorema 2.1.1 y la representación en combi-
naciones convexas establecidas en la sección anterior, se presenta el teorema de Bialas (1985).

Teorema 2.1.2 (Bialas (1985)). Considere la familia de polinomios P descrita por p(t, µ) =
µp0+(1−µ)p1 con µ ∈ [0, 1], donde p0(t) y p1(t) fijos, y p0(t) estable con todos sus coeficientes
positivos. Suponga que n =grad(p0(t)) >grad(p1(t)). Entonces P es robustamente estable si y
sólo si la matriz H−1(p0)H(p1) no tiene valores propios reales positivos.

Note que la prueba del teorema 2.1.2 se puede establecer como una imitación sencilla de
la prueba del teorema 2.1.1. Sin embargo, debemos tener cuidado en hacer distinción entre
el problema del márgen de robustez y el problema de estabilidad de segmentos, pues en el
problema del máximo intervalo de estabilidad, los extremos no son estables, es decir, tenemos
un segmento abierto de polinomios Hurwitz.

2.2. El criterio de las ráıces

En esta sección se propone un método alternativo para calcular el máximo intervalo de
estabilidad, utilizando la generalización de los ya conocidos teorema intersección con la fron-
tera (TIF) y el principio de exclusión del cero (PEC). Para eso, consideraremos una familia
de polinomios P (λ, t) que satisfaga la hipótesis 1. El contenido de esta sección está basado en
los resultados de [57].

2.2.1. El teorema de intersección con la frontera y el principio de exclusión del
cero

Hipótesis 1. Sea P (t, µ) una familia de polinomios reales que satisface:

(1) grado fijo n,

(2) sus coeficientes son continuos respecto de µ en un intervalo fijo I = [a, b].

Consideremos el plano complejo C y sea S ⊂ C cualquier subconjunto abierto dado.
Denotemos a la frontera de S por ∂S y su complemento como U = C − S. Los siguientes
resultados se presentan en [18], pag. 34.

Teorema 2.2.1 (El teorema de intersección con la frontera). Bajo la hipótesi 1, supóngase
que P (t, a) tiene todas sus ráıces en S y que P (t, b) tiene al menos una ráız en U . Entonces
existe almenos un ρ en (a, b] tal que

(i) P (t, ρ) tiene todas sus ráıces en S ∪ ∂S,

(ii) P (t, ρ) tiene almenos una ráız en ∂S.
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Ahora, suponga que δ(t, p) denota a un polinomio cuyos coeficientes dependen continua-
mente del vector de parámetros p ∈ Rl el cual vaŕıa en un conjunto Ω ⊂ Rl y que genera a la
familia de polinomios

∆(t) := {δ(t, p) | p ∈ Ω} . (2.1)

Teorema 2.2.2 (El principio de exclusión del cero). Asuma que la familia de polinomios
(4.3) tiene grado constante, contiene almenos un polinomio estable y que Ω es conexo por
trayectorias. Entonces la familia completa es estable si y sólo si

0 /∈ ∆(t∗) para toda t∗ ∈ ∂S

A continuación, presentaremos nuestras generalizaciones. En ellas consideraremos S = C−.

Teorema 2.2.3 (Generalización 1 del TIF). Bajo la hipótesi 1, suponga que P (a, t) tiene n1

ráıces en C− y n− n1 ráıces en C+, y P (b, t) tiene a lo más n1 − 1 ráıces en C− y almenos
n− n1 + 1 ráıces en C+. Entonces existe almenos un ρ en (a, b] tal que

(i) P (ρ, t) tiene almenos n1 ráıces en C− ∪ iR,

(ii) P (ρ, t) tiene almenos una ráız en iR.

Demostración. Dado que P (λ, t) satisface las hipótesis 1, por el lema 2.1.2 existen n funciones
continuas, ráıces de P (λ, t), digamos t1(λ), . . . , tn(λ), λ ∈ [a, b]. Denotcemos por αj(λ) =
<(tj(λ)) como las partes reales de las ráıces. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
para j = 1, . . . , n1, αj(a) ∈ R− y para j = n1 +1, . . . , n, αj(a) ∈ R+, mientras que para λ = b,
a lo más n1−1 αj(b)’s están en R− y almenos n−n1 +1 están en R+. Entonces existe almenos
un tj(λ) tal que αj(a) < 0 y αj(b) > 0. Sea αj1(λ), . . . , αjm(λ) tales funciónes. Entonces, por
continuidad y el teorema del valor intermedio tenemos que para cada 1 ≤ r ≤ m existe un
ρr ∈ (a, b] tal que αjr(ρr) = 0. Definamos ahora ρ = mı́n {ρr | r = 1, . . . ,m}. Por lo que para
λ = ρ, en almenos un αjr(ρ) = 0. Por tanto P (ρ, t) tiene n1 ráıces en C− ∪ iR com almenos
una ráız en iR, como se deseaba.

De forma análoga podemos establecer el siguiente teorema, cuya prueba se similar a la del
teorema (2.2.4).

Teorema 2.2.4 (Generalización 2 del TIF). Bajo la hipótesis 1, suponga que P (a, t) tiene n1

ráıces en C− y n− n1 ráıces en C+, y que P (b, t) tiene m1 ráıces en C− y n−m1 ráıces en
C+. Si n1 6= m1, entonces existe almenos un ρ en (a, b] tal que

(i) P (ρ, t) tiene almenos n1 ráıces en C− ∪ iR,

(ii) P (ρ, t) tiene al menos n− n1 ráıces en C+ ∪ iR,

(iii) P (ρ, t) tiene al menos un ráız en iR.

Utilizando las mismas ideas expuestas en las generalizaciones del teorema de intersección
con la frontera, se presenta la generalización del principio de exclusión del cero, cuya prueba
es seguida de los teoremas entes mencionados.



24 El máximo intervalo de estabilidad

Teorema 2.2.5 (Generalización del PEC). Consideremos la familia de polinonios P (λ, t) con
grado constante, donde λ ∈ Ω y Ω ⊂ Rl es un conjunto conexo por trayectorias. Supóngase
que existe un elemento de la familia con n1 ráıces en C− y n − n1 ráıces en C+ . Entonces,
la familia completa continúa teniendo n1 ráıces en C− y n− n1 ráıces en C+ si y sólo si

P (λ, iω) 6= 0 para toda λ ∈ Ω y para toda ω ∈ R.

Demostración. (⇒) Si todos los elementos de la familia tienen n1 ráıces en C− y n−n1 ráıces
en C+, entonces es claro que P (λ, iω) 6= 0 para toda ω ∈ R y para toda λ ∈ Ω.
(⇐) Supóngase que P (λ, iω) 6= 0 para toda ω ∈ R y para toda λ ∈ Ω. Si existiera λ0 ∈ Ω tal
que el polinomio P (λ0, t) tiene m1 ráıces en C− y n−m1 ráıces en C+ con n1 6= m1, entonces
del teorema 2.2.4 tenemos que existe ρ tal que P (ρ, iω) = 0 para algún ω ∈ R, el cual es una
contradicción.

Es posible redirigir todos estos resultados con el enfoque presentado en [75], introduciendo
los mapeos guardián y semiguardián para que los resultados queden en términos de estos
mapeos.

2.2.2. El criterio de las ráıces [López-Renteŕıa et. al. (2011)]

Ahora, estamos listos para presentar el método alternativo para calcular el máximo interva-
lo de estabilidad. Sea p0(t) un polinomio de grado n y p1(t) un polinomio tal que n ≥ deg p1(t).
Considere la familia de polinomios pc(t) = p0(t) + kp1(t). Al evaluar p0(−t) y pc(t) en iω,
obtenemos

p0(−iω) = P (ω2)− iωQ(ω2)

pc(iω) = P (ω2) + kp(ω2) + iω[Q(ω2) + kq(ω2)],

donde p, q, P,Q son polinomios. Entonces

pc(iω)p0(−iω) = P 2(ω2) + ω2Q2(ω2)

+ k[p(ω2)P (ω2) + ω2q(ω2)Q(ω2)]

+ ikω[q(ω2)P (ω2)− p(ω2)Q(ω2)].

Definamos los polinomios

F (ω) = p(ω2)P (ω2) + ω2q(ω2)Q(ω2)

G(ω) = P 2(ω2) + ω2Q2(ω2)

H(ω) = q(ω2)P (ω2)− p(ω2)Q(ω2).

Aśı que, podemos reescribir a pc(iω)p0(−iω) como

pc(iω)p0(−iω) = G(ω) + kF (ω) + ikωH(ω).
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Definición 2.2.1. Para un polinomio arbitrario f(t) definimos el conjunto de sus ráıces como

R(f) = {ζ ∈ C | f(ζ) = 0} .

Denotemos por R(f)R+ al conjunto de elementos reales positivos de R(f). Es claro que
R(f)R+ podŕıa ser un conjunto vaćıo.

Ahora, con los polinomios F (ω), G(ω) y H(ω) definidos anteriormente, definamos los con-
juntos

K+ = {F (ωl) | ωl ∈ R(H)R+ ∪ {0} , F (ωl) > 0} ,
K− = {F (ωl) | ωl ∈ R(H)R+ ∪ {0} , F (ωl) < 0} .

Si no hay elementos en R(H)R+ ∪ {0} tales que F (ωl) > 0, entonces definiremos K+ = {0+}.
Similarmente, Si no hay elementos en R(H)R+ ∪{0} tales que F (ωl) < 0, entonces definiremos
K− = {0−}. Note que sólo puede suceder que K− = {0−}, ó K+ = {0+} Pero ambos a la ves
no puede ser posible, dado que siempre podemos evaluar en ω = 0. Esto es, siempre podemos
tener un extremo.

Aśı, se obtiene el siguiente método alternativo para calcular el máximo intervalo de esta-
bilidad.

Teorema 2.2.6. Considere la familia de polinomios pc(t) = p0(t) + kp1(t) con p0(t) Hurwitz
estable y con todos sus coeficientes positivos, y sea F (ω), G(ω), H(ω) los polinomios definidos
anteriormente. Entonces el máximo intervalo de estabilidad para pc(t) está descrito por

k−mı́n = máx

{
−G(ωl)

F (ωl)
| F (ωl) ∈ K+

}
,

k+
máx = mı́n

{
−G(ωl)

F (ωl)
| F (ωl) ∈ K−

}
.

Demostración. Por la generalización del principio de exclusión del cero, la familia de poli-
nomios pc(t)p0(−t) tiene n ráıces en C− y n ráıces en C+ si y sólo si

pc(iω)p0(−iω) 6= 0,

para toda ω ∈ R. Aśı que, si para algún ω ∈ R, k satisface

pc(iω)p0(−iω) = 0,

entonces
G(ω) + kF (ω) + ikωH(ω) = 0.

Por consecuencia

ωH(ω) = 0

G(ω) + kF (ω) = 0. (2.2)
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Y este sistema se satisface si y sólo si k = −G(ωl)
F (ωl)

, donde ωl = 0 ó ωl ∈ R(H). Dado que

G(ω) > 0 para toda ω ∈ R, y queremos encontrar el mı́nimo k > 0, y el máximo k < 0 para
el cual el sistema (2.2) ya no se satisface, entonces

k−mı́n = máx

{
−G(ωl)

F (ωl)
| F (ωl) > 0, ωl = 0 ó ωl ∈ R(H)

}
,

k+
máx = mı́n

{
−G(ωl)

F (ωl)
| F (ωl) < 0, ωl = 0 ó ωl ∈ R(H)

}
.

Ahora, por la simetŕıa F (ω) y H(ω), solamente consideraremos las ráıces reales positivas de
H(ω). Aśı que,

k−mı́n = máx

{
−G(ωl)

F (ωl)
| F (ωl) ∈ K+

}
,

k+
máx = mı́n

{
−G(ωl)

F (ωl)
| F (ωl) ∈ K−

}
,

lo cual finaliza la prueba.

Observación 2.2.1. No es necesario considerar en la demostración los casos en el cual
F (ωl) = 0, pues de considerarlos, en el sistema (2.2) pediŕıamos que G(ωl) = 0. pero

G(ωl) = |p0(iωl)|2

= p0(iωl)p0(−iωl)
= 0,

lo cual es imposible, puesto que p0(t) es Hurwitz. Sin embargo, si ocurriese K+ = {0+}
ó K− = {0−}, entonces evaluamos en ω = 0 y dependiendo del signo de F (0), se tendŕıa

k−mı́n = ĺım
r→0+

−G(0)

r
= −∞

ó

k+
máx = ĺım

r→0−
−G(0)

r
= +∞.

El siguiente ejemplo ilustra la segunda parte de la observación 2.2.1.

Ejemplo 2.2.1. Considere el sistema de control lineal

ẋ =

 0 1 0
0 0 1
−6 −11 −6

x+

0
0
1

 (−13

2
k,−11k,−5k)x. (2.3)
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Entonces, tenemos que p0(t) = t3 + 6t2 + 11t + 6 y p1(t) = 5t2 + 11t + 13
2 . Primero, Por el

método de Bialas tenemos que las matrices Hurwitz de p0(t) y p1(t) son

H(p0(t)) =

6 6 0
1 11 0
0 6 6

 y H(p1(t)) =

5 13
2 0

0 11 0
0 5 13

2

 .

De aqúı que,

−H(p0(t))−1H(p1(t)) =

 11
60 − 1

10 0
− 1

60
1
10 0

1
60 − 1

10
1
6

5 13
2 0

0 11 0
0 5 13

2


=

−11
12 − 11

120 0
1
12 −119

120 0
− 1

12
19
120 −13

12

 ,

cuyo polinomio caracteŕıstico es λ3− 359
120λ

2+ 4297
1140λ−

143
144 , el cual es un polinomio de gado tres y

sis ráıces son λ1,2 = −229±i
√

359
240 y λ3 = −13

12 . De donde se se obtiene λ+
máx(−H(p0)−1H(p1)) =

0− y λ−mı́n(−H(p0)−1H(p1)) = −13
12 . Por tanto p(t, k) = p0(t) +kp1(t) es robustamente estable

para k en [−12
13 ,∞).

Ahora, lo haremos con el método alternativo. No es dif́ıcil ver que

p0(iω) = (6− 6ω2) + iω(11− ω2)

= P (ω2) + iωQ(ω2),

p1(iω) = (
13

2
− 5ω2) + 11iω

= p(ω2) + iωq(ω2).

por lo que,

F (ω) = 19ω4 + 112ω2 + 39

G(ω) = ω6 − 94ω4 + 49ω2 + 36

H(ω) = −5ω4 − 9ω2 − 11.

Nótese que F (ω) > 0 para toda ω ∈ R y por una simple prueba para ecuaciones de segundo
órden, observamos H(ω) no tiene ráıces reales. Entonces por la observación 2.2.1, kmáx = +∞
y kmı́n = −G(0)

F (0) = −12
13 . Consecuentemente, p0(t) + kp1(t) es estable para toda k ∈ [−12

13 ,∞).

Observación 2.2.2. Una diferencia de ésta técnica con el método de Bialas, es que en el
criterio de las ráıces no es necesario calcular la inversa de alguna matŕız. Otra diferencia
es que en el método de Bialas, siempre se tiene que calcular las ráıces de un polinomio de
grado n (del polinomio caracteŕıstico de H(p0)−1H(p1)), mientras que en el método de las
ráıces, si el grado de p0(t) y p1(t) (n y m, respectivamente, n ≥ m) es par ó impar, entonces
degH(ω) = n+m−2 y en el resto de los casos degH(ω) = n+m−1. Por tanto, por simetŕıa
de H(ω), sólo tenemos que encontrar las ráıces de un polinomio de grado n+m−2

2 o n+m−1
2 ,

respectivamente, ambos menores o iguales que n− 1.
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Ejemplo 2.2.2. Considere los polinomios p0(t) = t3 + 6t2 + 12t+ 6 y p1(t) = t2−2t+ 1, para
la familia de polinonios p(t, k) = p0(t) + kp1(t), calcularemos primero el máximo intervalo de
estabilidad por el método de Bialas. Primero tenemos que

H(p0(t)) =

6 6 0
1 12 0
0 6 6

 y H(p1(t)) =

1 1 0
0 −2 0
0 1 1

 .

Enseguida,

−H(p0(t))−1H(p1(t)) = −

 2
11 − 1

11 0
− 1

66
1
11 0

1
66 − 1

11
1
6

1 1 0
0 −2 0
0 1 1


=

− 2
11 − 4

11 0
1
66

13
66 0

− 1
66 − 4

11 −1
6

 ,

cuyo polinomio caracteŕıstico es λ3 − 2
11λ

2 − 1
36λ + 1

198 el cual es un polinomio de grado
3 y tiene como ráıces λ1 = λ2 = −1

6 y λ3 = 2
11 . Aśı que, λ+

máx(H(p0)−1H(p1)) = 2
11 y

λ−mı́n(H(p0)−1H(p1)) = −1
6 . Entonces p(t, k) = p0(t) + kp1(t) es robustamente estable en

[k−mı́n, k
+
máx] = [−6, 11

2 ].

A continuación, calcularemos el máximo intervalo de estabilidad con el criterio de las
ráıces. Vemos que

p0(iω) = (6− 6ω2) + iω(12− ω2)

= P (ω2) + iωQ(ω2),

p1(iω) = (1− ω2) + iω(−2)

= p(ω2) + iωq(ω2).

y aśı,

F (ω) = 8ω4 − 36ω2 + 6,

G(ω) = ω6 + 12ω4 + 72ω2 + 36,

H(ω) = −ω4 + 25ω2 − 24.

Por tanto R(H)R+ =
{

1,
√

24
}

. Ahora,

F (1) = −22 < 0,

F (
√

24) = 3750 > 0,

F (0) = 6 > 0,

G(1) = 121,

G(
√

24) = 22527,

G(0) = 36.
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Por tanto

k+
máx = −G(1)

F (1)
=

11

2

y

k−mı́n = máx

{
−G(

√
24)

F (
√

24)
,−G(0)

F (0)

}
= −6.

Nótese que en este método, solamente necesitamos calcular las ráıces de un polinomio de grado
dos, mientras que en el método de Bialas se necesitó calcular las ráıces de un polinomio de
grado tres.

Ejemplo 2.2.3. Considere el sistema de control lineal

ẋ =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 −7 −2 −3

x+


0
0
0
1

 (−3k,−2k,−k, 0)x. (2.4)

De este sistema tenemos que p0(t) = t4 + t3 + 7t2 + 2t+ 3 y p1(t) = t2 + 2t+ 3, y sus matrices
Hurwitz son

H(p0(t)) =


1 2 0 0
1 7 3 0
0 1 2 0
0 1 7 3

 y H(p1(t)) =


0 2 0 0
0 1 3 0
0 0 2 0
0 0 1 3

 ,

donde la inversa de H(p0)

H(p0(t))−1 =


11
2 −4

7
6
7 0

−2
7

2
7 −3

7 0
1
7 −1

7
5
7 0

− 5
21

5
21 −32

21
1
3

 .

De aqúı que, el polinomio caracteŕıstico de grado 4 de la matriz

−H(p0(t))−1H(p1(t)) = −


11
2 −4

7
6
7 0

−2
7

2
7 −3

7 0
1
7 −1

7
5
7 0

− 5
21

5
21 −32

21
1
3




0 2 0 0
0 1 3 0
0 0 2 0
0 0 1 3



=


0 −18

7 −24
7 0

0 2
7

12
7 0

0 −1
7 −13

7 0
0 5

21
24
7 1
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es t4 + 12
7 t

3 + 3
7 t

2 − 2
7 t y tiene como ŕıces como λ1 = 0, λ2 = 2

7 y λ3,4 = −1. Entonces,
λ+

máx(H(p0)−1H(p1)) = 2
7 y λ−mı́n(H(p0)−1H(p1)) = −1. Por lo tanto, el sistema (2.4) es ro-

bustamente estable en [−1, 7
2 ].

Enseguida, calcularemos el máximo intervalo de estabilidad con el método de las ráıces. Al
evaluar a p0(t) y p1(t) en iω tenemos

p0(iω) = (ω4 − 7ω2 + 3) + iω(−ω2 + 2)

= P (ω2) + iωQ(ω2),

p1(iω) = (−ω2 + 3) + iω(2)

= p(ω2) + iωq(ω2).

por lo que,

F (ω) = −ω6 + 8ω4 − 20ω2 + 9,

G(ω) = ω8 − 13ω6 + 51ω4 − 38ω2 + 9,

H(ω) = ω2(−9 + ω2).

No es dif́ıcil ver que R(H)R+ = {0, 3}. Enseguida, F (0) = 9 > 0, F (3) = −252 < 0 y
G(0) = 9, G(3) = 882. Por lo tanto,

k+
máx = −G(3)

F (3)
=

7

2

y

k−mı́n = −G(0)

F (0)
= −1.

En este ejemplo se calcularon las ráıces del polinomio H(ω), el cual es un polinomio
de grado dos, mientras que con el método de Bialas se calcularon las ráıces del polinomio
caracteŕıstico de H(p0)−1H(p1), que es un polinomio de grado cuatro.

2.2.3. El mı́nimo extremo izquierdo

En la subsección 1.3.2 se abordó el problema del mı́nimo extremo izquierdo, del cual se da
una aproximación en términos de ciertas desigualdades matriciales que se han estado presen-
tando en el transcurso de este trabajo. A continuación, se utilizan las mismas desigualdades
matriciales y el criterio de las ráıces para caracterizar a ciertos rayos, a los cuales les podremos
calcular el mı́nimo extremo izquierdo de manera exacta. Si consideramos las matrices D(n,n−1),
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E(n,n−1) y Z(n,n−1) definidas en (1.1), (1.8) y (1.19), respectivamente, podemos observar que

F (ω) =

n∑
j=1

(Ej(n,n−1) · c)ω
2(n−j)

G(ω) = −ω2n +

n∑
j=1

(Zj(n,n−1) · a)ω2(n−j) (2.5)

H(ω) =
n∑
j=1

(Dj
(n,n−1) · c)ω

2(n−j)

y obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.7. Considérese el rayo pc(t, k) = P0(t) + kp1(t) con p0(t) Hurwitz estable y
grad(p1(t)) = n−1. Si el vector cT = (c1, c2, . . . , cn) � 0 satisface las desigualdades matriciales
D(n,n−1) · c � 0 y E(n,n−1) · c � 0, entonces el polinomio pc(t) es estable para toda k > k−mı́n,

donde k−mı́n = −an
cn

.

Demostración. En lo siguiente haremos uso del criterio de las ráıces (teorema 2.2.6) y los
conjuntos K+ y K− considerados en él. Dado que E(n,n−1) · c � 0, entonces Ei(n,n−1) · c > 0

para toda i = 1, . . . , n, y por tanto F (ω) > 0 para toda ω ∈ R. Similarmente, si D(n,n−1) ·c � 0
entonces Di

(n,n−1) ·c > 0 para toda i = 1, . . . , n. Aśı, H(ω) no cruza al eje real para toda ω ∈ R
y por tanto no tiene ráıces reales. Esto implica que R(H)R+ ∪{0} no contiene elementos tales
que F (ωl) < 0, es decir K− = {0−}, y por tanto, k+

máx = +∞. Ahora, como H(ω) no tiene
ráıces reales, el único elemento ωl ∈ R(H)R+ ∪ {0} tal que F (ωl) > 0, es ωl = 0, y aśı

k−mı́n = −G(0)

F (0)

= −
Zn(n,n−1) · a
En(n,n−1) · c

= −an
cn

El teorema 2.2.7 puede ser extendido para el caso en el cual el grado de p1(t) sea n, pues
los polinomios (2.5) y los argumentos de la prueba son similares. Luego, el mı́nimo extremo
izquierdo se calcula con la misma fórmula.

Ejemplo 2.2.4. Retomando el ejemplo 1.3.2, los polinomios son p0(t) = t3 + 7t2 + 14t + 8,
p1(t) = 26t2 + 137t + 90. Definiendo las matrices D(3,2), E(3,2) y Z(3,2) como en (1.1), (1.8)
y (1.19), respectivamente, tenemos

D(3,2)c =

 26
505
164

 , E(3,2)c =

 45
1080
720

 Z(3,2)a =

21
84
64
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del cual k0 = máx(−21
45 ,−

84
1080 ,−

64
720) = − 7

90 = −0.07778. Por Bialas tenemos que k−mı́n =
−0.088889. Veamos ahora con nuestro enfoque. Primero, vemos que D(3,2)c � 0 y E(3,2)c � 0,

por lo tanto, tenemos por el teorema 2.2.7 que k+
máx =∞ y k−mı́n = − 8

90 = −0.088889.



Caṕıtulo 3

Curvas estables conectoras

En este caṕıtulo nos enfocaremos en resolver el problema de obtener curvas estables que
conecten a dos polinomios estables, ya sea el caso de polinomios Hurwitz o Schur. Antes de
empezar el análisis, necesitaremos primero de algunos conceptos de Topoloǵıa Algebráica que
se presentarán en la siguiente sección. Los resultados de este caṕıtulo están reportados en [58].

3.1. Herramienta de topoloǵıa algebráica

En lo siguiente, nos enfocaremos en ciertos temas espećıficos de la Topoloǵıa Algebráica
como lo son Homotoṕıa de caminos, El Mapeo de Viète y Transformaciones de Möbius; ref-
erente a este último se da una transformación en cierta forma distinta a la que se trata en
([44]) y que se necesitará para resolver el problema de encontrar una curva Schur-conectora,
dada una curva Hurwitz-conectora.

3.1.1. Homotoṕıa de caminos

Un mapeo continuo f : [0, 1] → X es llamado camino en X. Los puntos f(0) y f(1) son
llamados puntos final e inicial, respectivamente. Aśı que, f es un camino que une a f(0) y
f(1). Un espacio X se dice ser conexo por trayectorias si para cualesquier dos puntos x0 y
x1 en X, existe un camino en X que une a x0 y x1. Si f y g son dos caminos en X, con
f(1) = g(0), el producto de f con g, f ∗ g, esta dado por

(f ∗ g)(t) =

{
f(φ1(t)) si t ∈ [0, r]
g(φ2(t)) si t ∈ [r, 1]

, (3.1)

donde φ1(t) y φ2(t) son reparametrizaciones continuas en la variable t tales que φ1(0) = 0,
φ1(r) = 1 y φ2(r) = 0, φ2(1) = 1, y además, r define una partición del intervalo I = [0, 1].
Esto es, si f es un camino que va x0 a x1, y g es un camino que va de x1 a x2, entonces f ∗g es
un camino que va de x0 a x2. Dos caminos f y g son equivalentes, f ∼ g, si existe un mapeo
cont́ınuo F : I × I → I tal que para t ∈ I, s ∈ I, tenemos

F (t, 0) = f(t) y F (t, 1) = g(t)
F (0, s) = f(0) y F (1, s) = g(1).

33
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A F (t, s) se le conoce como la homotoṕıa entre f y g. Nótese que ∼ es una relación de equiv-
alencia y denotamos por [f ] a la clase de todos los caminos g relacionados con f . Aśı que, si
f ∼ g entonces [f ] = [g]. por lo que el producto de caminos definido anteriormente define una
operación bien definida en las clases de homotoṕıa [f ] ∗ [g] = [f ∗ g], y obtenemos el siguiente
lema, del cual podemos ver una prueba en [69].

Lema 3.1.1. Sea f un camino en X. Sea 0 = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = 1 una partición
del intervalo [0, 1] y definamos fi = f |[ai−1,ai] como la restricción de f a [ai−1, ai]. Entonces

[f ] = [f1] ∗ [f2] ∗ · · · ∗ [fn].

Aún cuando ∗ no está definida para todos los caminos en X, satisface las propiedades de
grupoide. Ahora, uun espacio X se dice ser contráıble si es homotópicamente equivalente a un
punto.

3.1.2. El mapeo de Viète

Denotemos por Cn[z] al conjunto de polinomios complejos de grado menor o igual que n
y sea a0 + a1z + · · ·+ anz

n un polinomio en Cn[z], con an 6= 0. Definamos el mapeo

ϕ : Cn[z]→ Cn+1 (3.2)

a0 + a1z + · · ·+ anz
n 7→ (a0, a1, . . . , an)

el cual es un homeomorfimo entre Cn[z] y Cn+1, con Cn+1 dotado con el producto interior Her-
mitiano y su topoloǵıa inducida. Para este efecto, mediante el homeomorfismo ϕ, dotaremos a
Cn[z] del producto interior hermitiano y su correspondiente topoloǵıa inducida. Similarmente,
denotaremos por Rn[t] al conjunto de polinomios reales de variable real de grado menor o igual
que n, al cual dotaremos de la norma euclideana y su topoloǵıa inducida, v́ıa el isomorfismo
ϕ. Denotemos también por Pn[t] ⊂ Rn[t] al conjunto de polinomios mónicos reales de grado
fijo n. En lo que sigue, veremos la identificación de las ráıces de un polinomio en Cn[z] con
sus coeficientes y la versión para Pn[t].

Consideraremos el plano complejo extendido o también llamado Esfera de Riemann, el
cual consiste del plano complejo unido con el punto al infinito, y es denotada como S2. Ahora,
consideremos también el n-producto simétrico de la esfera Riemann, el cual consiste de n-adas
sin orden de puntos en S2 (no necessariamente distintas), y lo denotamos como Symn(S2).
Alternativamente, este espacio es el cociente del producto (S2)×n con el grupo simétrico Σn,
dotado de la topoloǵıa cociente. Dada una n-ada sin orden (z1, . . . , zn) ∈ Symn(S2), podemos
asociar el polinomio

p(z) = an

n∏
j=1

(z − zj) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n, (3.3)

al vector de coordenadas (a0, a1, . . . , an−1) ∈ CPn, donde CPn es el espacio proyectivo com-
plejo de n dimensiones. Esta correspondencia define un homeomorfismo entre Symn(S2) y el
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espacio proyectivo CPn, y la estructura compleja sobre CPn se puede llevar sobre Symn(S2)
y vice versa bajo esta correspondencia. En [44], subsección 4.1.1, podemos ver un poco más
acerca de la teoŕıa relacionada con esta correspondencia. Tal correspondencia es llamada el
Mapeo proyectivo de Viète y se puede ver detalladamente en [4] ó [31]. A continuación, de-
scribiremos una versión de este mapeo.

Consideremos los polinomios simétricos elementales en n variables complejas z1, . . . , zn
definidos como las funciones continuas σk : Symn(S2)→ CP dados por

σ0 = σ0(z1, . . . , zn) = 1

σk = σk(z1, . . . , zn) =
∑

1≤i1<···<ik≤n
zi1 · · · zik , k > 0.

Considere el polinomio complejo p(z) de la ecuación (3.3), junto con su respectiva n-ada
de ráıces (z1, . . . , zn) ∈ Symn(S2). El mapeo proyectivo de Viète vp : Symn(S2) → CPn
está dado por

vp(z1, . . . , zn) = ((−1)nσn(z1, . . . , zn), . . . , σ2(z1, . . . , zn),−σ1(z1, . . . , zn), σ0(z1, . . . , zn)) ,

donde para cada k = 0, 1, 2, . . . , n, tenemos que (−1)kσk(z1, . . . , zn) = an−k, las cuales son las
entradas del vector de coeficientes correspondiente al polinomio p(z).

Recordemos que en la n-ada (z1, . . . , zn) en Symn(S2) no importa el orden, aśı que el
(n+1)-vector de coeficientes correspondiente a la n-ada de ráıces está determinada de manera
única por el mapeo proyectivo de Viète, salvo multiplicadores unitarios. De aqúı en adelante
estaremos tratando sólo con polinomios mónicos, por lo que omitiremos la n-ésima entrada
con el valor 1 y sólo identificaremos a Pn[t] directamente con Rn asignándole al polinomio
mónico a0 + a1t + · · · + an−1t

n−1 + tn el vector (a0, a1, . . . , an−1) ∈ Rn. Además, dado que
tales polinomios serán polinomios reales en los cuales no consideraremos ráıces en el infinito,
el correspondiente n-vector de coeficientes de p(t) está en Rn (via el mapeo de Viète), con la
resctricción de que si zj es una entrada de (z1, . . . , zn) y si zj = zk para alguna k 6= j, entonces
zk es también una entrada de (z1, . . . , zn). Con todo esto y dado que C ⊂ S2, podemos relajar
el mapeo de Viète a Symn(C) en lugar de Symn(S2) y simplemente lo escribiremos como
vp : Symn(C)→ Rn.

3.1.3. Transformaciones de Möbius

Para los números complejos a, b, c, d tales que ad−bc 6= 0, definamos el mapeo m : S2 → S2

dado por

m(z) =
az + b

cz + d
,

para toda z ∈ C tal que cz + d 6= 0. Si c = 0, definimos m(∞) = ∞, y si c 6= 0, definiremos
m(∞) = a

c y m(−d
c ) = ∞. Tales aplicaciones son llamadas mapeos de Möbius y tienen las
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siguientes propiedades: los mapeos de Möbius son biyecciones de S2 en śı misma, donde la
inversa es m−1(z) = dz−b

−cz+a ; además, son homeomorfismos de S2. Consideraremos el mapeo m
tal que a = b = c = 1 y d = −1, es decir,

m(z) =
z + 1

z − 1
, (3.4)

el cual es un biholomorfismo de S2 en śı misma, con inversa m−1(·) = m(·), y transforma a C−
en el disco unitario abierto D y vice versa (ver [44], p. 343, LEMA 3.4.79). Podemos observar
que m(0) = −1 y m(∞) = 1. La transformación de Möbius para un polinomio complejo p(z)
de la forma p(z) = a0 + · · ·+ an−1z

n−1 + anz
n inducido por el mapeo de Möbius (3.4) es

p̃(z) = (z − 1)np

(
z + 1

z − 1

)
(3.5)

= an(z + 1)n + an−1(z + 1)n−1(z − 1) + · · ·+ a0(z − 1)n

=
n∑
j=0

ajpj(z).

Esta transformación es un isomorfismo de espacios vectoriales de Cn[z] en śı mismo y es
involutivo módulo una constante distinta de cero: ˜̃p = 2np. Más aún, un polinomio p̃(z) es
Schur estable si y sólo si p(z) es Hurwitz estable ([44], p. 344, LEMA 3.4.81). Claramente, la
transformación ∼ está también definida para polinomios reales y escribiremos p(t) en lugar
de p(z), haciendo referencia a que estaremos tratando con polinomios reales. Cuando estemos
tratando con polinomios complejos simplemente escribiremos p(z).

Observación 3.1.1. Dado que trabajaremos con polinomios de grado fijo n, solamente ten-
dremos ráıces distintas de ∞, y por tanto, podemos también relajar el dominio de la transfor-
mación de Möbius de S2 a C− ó D. Esta restricción no afecta al mapeo de Viète y dado que
el mapeo de Möbius es un homeomorfismo que mapea a C− en D y vice versa, todos nuestros
resultados son ciertos aún con esta resctricción.

3.2. La curva Hurwitz-conectora

Como se ha mencionado antes, el hecho de que el conjunto de polinomios reales Hurwitz
es contráıble al polinomio (s + 1)n (ver por ejemplo [33] ó [44]) v́ıa la transformación de
Möbius dada en (3.5), nos lleva a la conexidad por trayectorias de MH+

n . A continuación
presentaremos un teorema en el cual se exhibe en forma expĺıcita una curva particular un-
tilizando combinaciones lineales convexas entre los coeficientes de los factores irreducibles1 de
dos polinomios reales Hurwitz de grado fijo n.

1Cuando se trata con polinomios reales, pensamos en el campo de polinomios Rn[t], en el cual los factores
irreducibles de los polinomios en este campo son de la forma t2 + At + B y t + C.
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Teorema 3.2.1. Dados dos polinomios p0(t) y p1(t) en MH+
n , existe un camino P (t, s) en

MH+
n que une a p0(t) con p1(t). Esto es, MH+

n es conexo por trayectorias.

Demostración. Sean

p0(t) =

m1∏
j=1

(t+ δj)

m1+n1∏
j=m1+1

(t2 + αjt+ βj), (3.6)

y

p1(t) =

m2∏
j=1

(t+ ρj)

m2+n2∏
j=m2+1

(t2 + γjt+ ηj), (3.7)

las descomposiciones en factores irreducibles de p0(t) y p1(t), donde δj , αj , βj , ρj , γj , ηj
son positivas para toda j. Supóngase que p0(t) tiene m1 ráıces reales y 2n1 ráıces complejas
(incluyendo multiplicidades), y p1(t) tiene m2 ráıces reales y 2n2 ráıces complejas (incluyendo
multiplicidades). Es claro que m1 + 2n1 = m2 + 2n2 = n. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que m1 > m2. Entonces, hay n1 (n2 resp.) factores cuadráticos y m1 (resp. m2)
factores lineales de p0(t) (p1(t) resp.). Ahora, podemos reescribir los m1 factores lineales
como

m1∏
j=1

(t+ δj) =

m2∏
j=1

(t+ δj)

2(n2−n1) factores︷ ︸︸ ︷
m1∏

j=m2+1

(t+ δj) ,

y aśı,

m1∏
j=m2+1

(t+ δj) =

m2+(n2−n1)∏
j=m2+1

(t+ δj)

m1∏
j=m2+(n2−n1)+1

(t+ δj)

= (t+ δm2+1)(t+ δm2+(n2−n1)+1) · · · (t+ δm2+(n2−n1))(t+ δm1)

=

n2−n1∏
j=1

(t2 + (δm2+j + δm2+(n2−n1)+j)t+ δm2+jδm2+(n2−n1)+j)

=

m2+(n2−n1)∏
j=m2+1

(t2 + (δj + δ(n2−n1)+j)t+ δjδ(n2−n1)+j)

=

m2+(n2−n1)∏
j=m2+1

(t2 + ajt+ bj),

donde aj = δj + δ(n2−n1)+j y bj = δjδ(n2−n1)+j , j = m2 + 1, . . . ,m2 + (n2 − n1). Ahora, dado
que m1 +2n1 = m2 +2n2 tenemos que m1 = m2 +2(n2−n1) y m1 +n1 = m2 +n2 +(n2−n1).
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Aśı que podemos escribir a p0(t) como

p0(t) =

m2∏
j=1

(t+ δj)

m2+(n2−n1)∏
j=m2+1

(t2 + ajt+ bj)

m1+n1∏
j=m1+1

(t2 + αjt+ βj)

=

m2∏
j=1

(t+ δj)

m2+(n2−n1)∏
j=m2+1

(t2 + ajt+ bj)

m2+n2+(n2−n1)∏
j=m2+2(n2−n1)+1

(t2 + αjt+ βj)

=

m2∏
j=1

(t+ δj)

m2+(n2−n1)∏
j=m2+1

(t2 + ajt+ bj)

m2+n2∏
j=m2+(n2−n1)+1

(t2 + α(n2−n1)+jt+ β(n2−n1)+j).

Al separar los términos cuadráticos de p1(t) lo podemos reescribir como

p1(t) =

m2∏
j=1

(t+ ρj)

m2+(n2−n1)∏
j=m2+1

(t2 + γjt+ ηj)

m2+n2∏
j=m2+(n2−n1)+1

(t2 + γjt+ ηj).

Llamemos N1 = n2 − n1 y definamos la familia polinomial P (t, λ) como

P (t, λ) =

m2∏
j=1

(t+ λ(ρj − δj) + δj)

m2+N1∏
j=m2+1

(t2 + [λ(γj − aj) + aj ]t+ λ(ηj − bj) + bj) (3.8)

m2+n2∏
j=m2+N1+1

(t2 + [λ(γj − αN1+j) + αN1+j ]t+ λ(ηj − βN1+j) + βN1+j),

para λ ∈ [0, 1]. Análogamente, para el caso cuando m1 < m2, denifimos N2 = n1 − n2, y
escribimos a p0(t) y p1(t) como

p0(t) =

m1∏
j=1

(t+ δj)

m1+N2∏
j=m1+1

(t2 + αjt+ βj)

m1+n1∏
j=m1+N2+1

(t2 + αjt+ βj)

y

p1(t) =

m1∏
j=1

(t+ ρj)

m1+N2∏
j=m1+1

(t2 + cjt+ dj)

m1+n1∏
j=m1+N2+1

(t2 + γN2+jt+ ηN2+j),

donde cj = ρj + ρN2+j y dj = ρjρN2+j , j = m1 + 1, . . . ,m1 + N2, y la familia polinomial



3.2 La curva Hurwitz-conectora 39

P (t, λ) se escribe como

P (t, λ) =

m1∏
j=1

(t+ λ(ρj − δj) + δj)

m1+N2∏
j=m1+1

(t2 + [λ(cj − αj) + αj ]t+ λ(dj − βj) + βj)

m1+n1∏
j=m1+N2+1

(t2 + [λ(γN2+j − αj) + αj ]t+ λ(ηN2+j − βj) + βj).

para λ ∈ [0, 1]. Obsérvese que en ambos casos se tiene que P (t, 0) = p0(t) and P (t, 1) = p1(t).
Además, en cada uno de los factores, las combinaciones lineales son positivas y entonces
tenemos ráıces con parte real negativa. En consecuencia, P (t, λ) es Hurwitz para toda λ ∈
[0, 1].

Observación 3.2.1. En la construcción de P (t, λ), la parte en la cual colapsamos ráıces reales
en ráıces complejas, lo hacemos por medio de factores cuadráticos con ráıces reales t2 +ajt+bj
a factores cuadráticos con ráıces complejas t2 + γjt+ ηj. Esta es una forma de asegurar que
sigamos teniendo una familia de polinomios real, pues si t2 + ajt + bj = (t + δj̃)(t + δj̃+1) y

t2 + γjt+ ηj = (t+ zj̃)(t+ zj̃+1), y consideramos [t+λ(zj̃ − δj̃) + δj̃ ][t+λ(zj̃+1− δj̃+1) + δj̃+1]
como factor de la curva P (t, λ), no tendŕıa coeficientes reales si δj̃ 6= δj̃+1. Esto es, podŕıamos
colapsar una ráız real en una compleja y perdemos coeficientes reales en la familia P (t, λ).

La curva P (t, λ) conecta a p0(t) y p1(t) con un arreglo particular de sus ráıces. La cuestión
seŕıa, si cambiamos el orden de los factores de las ráıces, seguiremos teniendo una curva
Hurwitz-conectora o al menos una curva equivalente? La respuesta es si, las curvas Hurwitz-
conectoras resultantes de diferentes arreglos en los factores de los polinomios p0(t) y p1(t) son
homotópicamente equivalentes.

Teorema 3.2.2. Cualesquiera par de curvas Hurwitz-conectoras que unan a p0(t) y p1(t) son
homotópicamente equivalentes.

Demostración. Supóngase que m1 > m2 (el caso m1 < m2 es análogo). Para los polinomios
p0(t) y p1(t) dados en las ecuaciones (4.1) y (4.2), respectivamente, para s ∈ [0, 1] definamos
las funciones lineales

Rj(s) = s(ρj − δj) + δj , j = 1, . . . ,m2,

Bj(s) =

{
s(γj − aj) + aj si j = m2 + 1, . . . ,m2 +N1

s(γj − αN1+j) + αN1+j si j = m2 +N1 + 1, . . . ,m2 + n2,

Cj(s) =

{
s(ηj − bj) + bj si j = m2 + 1, . . . ,m2 +N1

s(ηj − βN1+j) + βN1+j si j = m2 +N1 + 1, . . . ,m2 + n2
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Podemos reescribir la curva Hurwitz-conectora P (t, s) dada en (4.3) como

P (t, s) =

m2∏
j=1

[t+Rj(s)]

m2+n2∏
j=m2+1

[t2 +Bj(s)t+ Cj(s)] (3.9)

De igual manera, con la forma en que se construyó P (t, s), si cambiamos el orden de los
factores de p0(t) y/ó p1(t), podemos obtener otra distinta curva Hurwitz-conectora

P̃ (t, s) =

m2∏
j=1

[t+ R̃j(s)]

m2+n2∏
j=m2+1

[t2 + B̃j(s)t+ C̃j(s)], s ∈ [0, 1]

tal que P̃ (t, 0) = p0(t) y P̃ (t, 1) = p1(t). Definamos la función

H(r, s) =

m2∏
j=1

[t+Wj(r)]

m2+n2∏
j=m2+1

[t2 +Xj(r)t+ Yj(r)], r ∈ [0, 1] (3.10)

donde

Wj(r) = r[R̃j(s)−Rj(s)] +Rj(s)

Xj(r) = r[B̃j(s)−Bj(s)] +Bj(s)

Yj(r) = r[C̃j(s)− Cj(s)] + Cj(s)

No es dif́ıcil ver que

H(0, s) = P (t, s) and H(1, s) = P̃ (t, s)

H(r, 0) = P (t, 0) and H(r, 1) = P̃ (t, 1)

Por lo tanto H(r, s) es la homotoṕıa requerida.

Observación 3.2.2. Podŕıa suceder que P (t, s) y P̃ (t, s) tengan diferente configuración en
sus coeficientes continuos, es decir,

P (t, s) =

m1∏
j=1

[t+Rj(s)]

m1+n1∏
j=m1+1

[t2 +Bj(s)t+ Cj(s)]

y

P̃ (t, s) =

m2∏
j=1

[t+ R̃j(s)]

m2+n2∏
j=m2+1

[t2 + B̃j(s)t+ C̃j(s)].

con m1 6= m2. Si es este el caso, se puede utilizar el método de la demostración del teorema
3.2.1 para conectar continuamente a P (t, s) con P̃ (t, s) sin salirnos de MHn y aśı probar que
son homotópicas.
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Ahora, debido a que siempre podemos unir a cualesquier dos polinomios Hurwitz medi-
ante un camino completamente estable, es posible obtener una trayectoria densa en MH+

n .
En adición a la herramienta presentada en la subsección 3.1.1 presentaremos el siguiente lema
cuya prueba puede ser vista en [42].

Lema 3.2.1. El conjunto de polinomios de grado fijo n con coeficientes racionales, Qn[t], es
un conjunto numerable.

Del homeomorfismo ϕ dado por la correspondencia (3.2) tenemos que Qn+1 es homeomorfo
a Qn[t] y por la numerabilidad y densidad de Q tenemos que Qn[t] es numerable y denso en
Rn[t]. Aśı que, el subconjunto MH+Q

n = Qn[t] ∩MH+
n , el cual es el conjunto de polinomios

Hurwitz con coeficientes racionales positivos, es numerable y denso en MH+
n . Más aún, por

la numerabilidad podemos etiquetar a cada elemento de MH+Q
n con un número natural y

hacer un listado de estos, digamos, {p0(t), p1(t), . . . , pk(t), . . .}. Del teorema 3.2.1 obtenemos
el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. Existe una trayectoria densa en MH+
n .

Demostración. Sea {p0(t), p1(t), . . . , pj(t), . . .} una enumeración de los elementos de MH+Q
n .

Tomemos r ∈ Q ∩ (0, 1) y definamos la sucesión rj = 1 − rj . Luego, {rj}∞j=0 es una sucesión
creciente en [0, 1] tal que r0 = 0 y rj → 1 cuando j → ∞. De aqúı que, los elementos de
la sucesión r0 < r1 < · · · < rj < . . . definen una partición de [0, 1]. Definamos ahora las
reparametrizaciones

φj(λ) =
λ− rj−1

rj − rj−1
, λ ∈ [rj−1, rj ], j = 1, 2, . . . , (3.11)

donde φj(rj−1) = 0 y φj(rj) = 1. Ahora, por el teorema 3.2.1, existe un camino estable
Pj(t, φj(λ)) que une a cada pareja de polinomios Hurwitz pj−1(t) y pj(t), tal que Pj(t, φj(rj−1)) =
pj−1(t) y Pj(t, φj(rj)) = pj(t), j = 1, 2, . . .. De donde se observa que

Pj(t, φj(λ)) ∗ Pj+1(t, φj+1(λ)), λ ∈ [rj−1, rj+1],

es un camino Hurwitz que va desde pj−1(t) a pj+1(t), donde ∗ es el producto de caminos
definido en (3.1). Finalmente, como se hizo en el lema 3.1.1, definimos la trayectoria

F (t, λ) = P1(t, φ1(λ)) ∗ P2(t, φ2(λ)) ∗ · · · ∗ Pj(t, φj(λ)) ∗ · · · ,

λ ∈ [0, 1]. Esto es, Pj(t, φj(λ)) = F (t, λ)|[rj−1,rj ], j = 1, 2, . . .. Tenemos que la trayectoria

F (t, λ) pasa por cada elemento de MH+Q
n , y por tanto, es densa en MH+

n .

Observación 3.2.3. Observemos que F (t, λ) alcanza y une a todo polinomio de MH+Q
n pero

no está contenido, dado que tomamos λ real en I = [0, 1] y por tanto F (t, λ) no siempre tiene
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(por combinaciones lineales convexas) coeficientes variables racionales. Sin embargo por el
contrario, si consideramos a la familia de polinomios

Fλ := {F (t, λ) : λ ∈ I}

entonces tenemos MH+Q
n ⊂ Fλ ⊂MH+

n .

3.3. La curva Schur-conectora

Sea p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ an−1t
n−1 + tn un plinomio real Schur (o Hurwitz). De acuerdo

al homeomorfismo ϕ de correspondencia entre p(t) y su vector de coeficientes (a0, . . . , an−1),
diremos que el vector (a0, . . . , an−1) ∈ Rn en un vector Schur (vector Hurwitz resp.) si su
polinomio correspondiente es un polinomio Schur (Hurwitz resp.). Denotemos por MSVn ⊂
Rn (MHV+

n ⊂ Rn+ para el caso Hurwitz) al conjunto de vectores o puntos Schur. Esto nos
arroja un homeomorfismo natural h de MHV+

n en MSVn dado por h(p) = p̃ tal que hace
conmutar el siguiente diagrama

MHV+
n

ϕ−1

��

h //___ MSVn

MH+
n

∼ //MSn

ϕ

OO

donde, mediante el homeomorfismo ϕ, p ∈ Rn es el vector asociado al polinomio Hurwitz p(t) y
p̃ ∈ Rn es el vector asociado al polinomio Schur p̃(t); mientras que mediante el homeomorfismo
∼, p̃(t) es el polinomio Schur asociado al polinomio Hurwitz p(t). Por lo que (h ◦ ϕ)(p(t)) =
h(p) = p̃ = ϕ(p̃(t)) = (ϕ◦ ∼)(p(t)).

Dado que el mapeo de Möbius m : C− → D es un homeomorfismo, podemos extenderlo a
los simétricos correspondientes, a saber,

mn : Symn(C−)→ Symn(D)

(z1, . . . , zn) 7→ (m(z1), . . . ,m(zn)).

Claramente mn es también un homeomorfismo. Observe que m(z) = m(z) para toda
z ∈ C−. Esto nos lleva a establecer otro homeomorfismo h′ : MHV+

n → MSVn dado por la
correspondencia

((−1)nσn, . . . , σ2,−σ1) 7→ ((−1)nσn(mn), . . . , σ2(mn),−σ1(mn)),

donde

σk = σk(z1, . . . , zn) =
∑

1≤i1<···<ik≤n
zi1 · · · zik ,

y

σk(mn) = σk(m(z1), . . . ,m(zn)) =
∑

1≤i1<···<ik≤n
m(zi1) · · ·m(zik),
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y tal que hace conmutar el siguiente diagrama

MHV+
n

v−1
p

��

h′ //___ MSVn

HR
mn // SR

vp

OO

donde HR ⊂ Symn(C−) (SR ⊂ Symn(D) para el caso Schur) es el conjunto de n−uplas con
entradas de C− (D, respectivamente) tal que si zj es una entrada de (z1, . . . , zn), entonces zj
es también una entrada de (z1, . . . , zn). En efecto,

(h′ ◦ vp)(z1, . . . , zn) = h′((−1)nσn, . . . , σ2,−σ1)

= ((−1)nσn(mn), . . . , σ2(mn), σ1(mn))

= vp(m(z1), . . . ,m(zn))

= (vp ◦mn)(z1, . . . , zn).

Observación 3.3.1. El hecho que m(z) = m(z) para toda z ∈ C−, si zi y zj entradas de

(z1, . . . , zn) ∈ HR, i 6= j, con zi = zj implica que m(zi) y m(zi) = m(zi) son entradas de
(m(z1), . . . ,m(zn)) ∈ SR y, por tanto, si las proyecciones σk son reales para toda k = 1, . . . , n,
entonces σk(mn) son tambien reales para toda k = 1, . . . , n.

En adicion, de la transformación de Möbius ·̃ : MH+
n →MSn dada por la correspondencia

p(t) 7→ p̃(t) = (t − 1)np(m(t)), hemos logrado establecer su relación correspondiente p 7→ p̃,
donde p ∈ MHV+

n y p̃ ∈ MSVn son los vectores coeficientes de p(t) y p̃(t), respectivamente.
Alternativamente, la transformación de Möbius h′ : MHV+

n →MSVn nos permite establecer
el mapeo ·̂ : MH+

n → MSn, inducido por los mapeos proyectivos σk 7→ σk(mn), como la
correspondencia p(t) 7→ p̂(t), donde

p(t) =
n∏
i=1

(t+ zi) = tn − σ1t
n−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1t+ (−1)nσn

y

p̂(t) =
n∏
i=1

(t+m(zi)) = tn − σ1(mn)tn−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1(mn)t+ (−1)nσn(mn)

Claramente, ·̂ es también un homeomorfismo que hace conmutar el diagrama

MH+
n

ϕ

��

∧ //____ MSn

MHV+
n

h′ //MSVn

ϕ−1

OO
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pues

(h′ ◦ ϕ)(p(t)) = h′((−1)nσn, . . . , σ2,−σ1)

= ((−1)nσn(mn), . . . , σ2(mn),−σ1(mn))

= ϕ(p̂(t))

= (ϕ ◦ ∧)(p(t))

En este sentido tenemos que p(t) es Hurwitz estable si y sólo si p̂(t) es Schur estable.
Los homeomorfismos h y h′ (̃· y ·̂, resp.) vienen a ser transformaciones de Möbius entre los
espacios MHV+

n y MSVn (MH+
n y MSn, resp.); el primero en términos de los coeficientes

y la segunda en términos de las ráıces.

Ahora, consideremos la curva Hurwitz-conectora real (3.9)

P (t, λ) =

m2∏
j=1

[t+Rj(λ)]

m2+n2∏
j=m2+1

[t2 +Bj(λ)t+ Cj(λ)]

dada en la demostración del teorema 3.2.2, para λ ∈ [0, 1]. Entonces, si zm1+1, . . . , zm1+2n1 y
wm2+1, . . . , wm2+2n2 son las ráıces complejas (incluyendo multiplicidades) de p0(t) y p1(t),
respectivamente, podemos suponer que zm1+j = z̄m1+n1+j , j = 1, 2, . . . , n1 y wm2+j =
w̄m2+n2+j , j = 1, 2, . . . , n2. Entonces, por el teorema de dependencia continua de ráıces y
el principio de exclusión del cero presentados en el caṕıtulo 2, existen n funciones-ráıces con-
tinuas de P (t, s) contenidas en C− para toda λ ∈ [0, 1], las cuales identificaremos con función
n-vectorial HR,

V (λ) = (Z1(λ), . . . , Zn(λ)), (3.12)

tal que para λ = 0 tenemos el vector de ráıces V (0) = (δ1, . . . , δm1 , zm1+1, . . . , zn) y para
λ = 1, el vector de ráıces es V (1) = (ρ1, . . . , ρm2 , wm2+1, . . . , wn). La transformación mn

aplicada a V (λ) nos da la n-ada

(mn ◦ V )(λ) = (m(Z1(λ)), . . . ,m(Zn(λ))), (3.13)

donde

(mn ◦ V )(0) = (m(δ1), . . . ,m(δm1),m(zm1+1), . . . ,m(zn))

y

(mn ◦ V )(1) = (m(ρ1), . . . ,m(ρm2),m(wm2+1), . . . ,m(wn))

El mapeo de Viète nos provee de las funciones continuas

σk(λ) =
∑

1≤j1<···<jk≤n
Zj1(λ) · · ·Zjk(λ), λ ∈ [0, 1], (3.14)
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y

σk(mn)(λ) =
∑

1≤j1<···<jk≤n
m(Zj1(λ)) · · ·m(Zjk(λ)), λ ∈ [0, 1], (3.15)

y aśı obtenemos el siguiente teorema análogo al teorema 3.2.1.

Teorema 3.3.1. Dados dos polinomios arbitrarios p̂0(t) y p̂1(t) en MSn, existe un camino
P̂ (t, λ) en MSn que une a p̂0(t) y p̂1(t).

Demostración. Supóngase que p̂0(t) =
n∏
j=1

(t + ẑj) y p̂1(t) =
n∏
j=1

(t + ŵj). Si m−1(ẑj) = zj y

m−1(ŵj) = wj , entonces del teorema 3.2.1 aplicado a los polinomios correspondientes (v́ıa la

inversa de ·̂) p0(t) =

n∏
j=1

(t+ zj) y p1(t) =

n∏
j=1

(t+wj), más las proyecciones (3.14), obtenemos

una curva Hurwitz de la forma

P (t, λ) = tn − σ1(λ)tn−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1(λ)t+ (−1)nσn(λ),

donde σk(0) = σk(z1, . . . , zn) y σk(1) = σk(w1, . . . , wn), para k = 1, . . . , n. Aplicamos di-
rectamente la transformación de Möbius ·̂ a la curva Hurwitz P (t, λ) y obtenemos la curva
Schur

P̂ (t, λ) = tn − σ1(mn)(λ)tn−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1(mn)(λ)t+ (−1)nσn(mn)(λ),

donde σk(mn)(λ) son las proyecciones (3.15) tales que

σk(mn)(0) = σk(m(z1), . . . ,m(zn))

= σk(ẑ1, . . . , ẑn)

y

σk(mn)(1) = σk(m(w1), . . . ,m(wn))

= σk(ŵ1, . . . , ŵn).

Pot lo tanto, P̂ (t, λ) es un camino Schur que va desde p̂0(t) a p̂1(t), como deseabamos.

Tomando las ideas de conección dadas en el teorema anterior e invocando el teorema 3.2.2,
tenemos que el siguiente resultado es inmediato.

Corolario 3.3.1. Cualesquier par de curvas Schur-conectoras que unan a p̂0(t) y p̂1(t) son
homotópicamente equivalentes.

Análogo a lo hecho para el teorema 3.2.3, tenemos que la numerabilidad del conjunto
MSQn = Qn[t]∩MSn nos lleva a la enumeración {p̂0(t), p̂1(t), p̂2(t), . . .}, y como un resultado
inmediato de los teoremas 3.2.3 y 3.3.1 obtenemos el siguiente teorema.
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Teorema 3.3.2. Existe una trayectoria densa F̂ (t, λ) en MSn.

Demostración. Sea {p̂0(t), p̂1(t), p̂2(t), . . .} una enumeración deMSQn . Considere las reparametriza-
ciones φj(λ) dadas por (3.11). Por los teoremas 3.2.3 y 3.3.1 obtenemos los caminos P̂j(t, φj(λ)),
λ ∈ [rj−1, rj ], con P̂j(t, φj(rj−1)) = p̂j−1(t) y P̂j(t, φj(rj)) = p̂j(t), j = 1, 2, . . .. Finalmente,
definamos la trayectoria

F̂ (t, λ) = P̂1(t, φ1(λ)) ∗ P̂2(t, φ2(λ)) ∗ · · · ∗ P̂j(t, φj(λ)) ∗ · · · , λ ∈ [0, 1]

la cual es densa en MSn.

La observación correspondiente al teorema 3.3.1 es análoga a la obseravación 3.2.1 hecha
para el teorema 3.2.1. Aśı como la observación 3.2.3 hecha para el teorema 3.2.3, puede ser
hecha análogamente para el teorema 3.3.2 si definimos el conjunto

F̂λ :=
{
F̂ (t, λ) : λ ∈ I

}
,

y entonces obtenemos MSQn ⊂ F̂λ ⊂MSn.

Finalmente, con las proyecciones (3.14) y (3.15) definimos las funciones n-vectoriales

P (λ) = ((−1)nσn(λ), . . . , σ2(λ),−σ1(λ))

h′(P )(λ) = ((−1)nσn(mn)(λ), . . . , σ2(mn)(λ),−σ1(mn)(λ))

y obtenemos el siguiente resultado unmediato.

Corolario 3.3.2. Dados dos puntos p1, p2 ∈MHV+
n (resp. p̂1, p̂2 ∈MSVn) existe un camino

P (λ) ⊂MHV+
n (resp. h′(P )(λ) ⊂MSVn) que une a p1 y p2 (resp. p̂1 and p̂2).

De la misma forma, con producto de caminos obtenemos las respectivas curvas densas
para los subespacios de estabilidad en Rn.

Corolario 3.3.3. Existe una curva densa F (λ) (resp. F̂ (λ)) en MHV+
n (resp. MSVn).

En resúmen, hemos obtenido explíıcitamente, mediante combinaciones linesles convexas,
una curva conectora P (t, λ) enMH+

n . Ulilizando tal curva y el producto de caminos, fué posi-
ble construir un curva densa F (t, λ) totalmente (estable) contenida enMH+

n . Después, con el
mapeo de Viète, se estableció la relación entre las ráıces de un polinomio y su vector de coefi-
cientes. Además, con la ayuda del mapeo de Möbius, pudimos encontrar otra caracterización
de la transformación de Möbius, y la utilizamos para encontrar la correspondiente curva conec-
tora y trayectoria densa enMSn. Finalmente, si P (t, λ) (resp. P̂ (t, λ)) es una curva conectora
enMH+

n (resp.MSn), entonces P (λ) (resp. h′(P )(λ)) en una curva conectora enMHV+
n (re-

sp.MSVn). De la misma manera F (λ) = P1(λ)∗P2(λ)∗ · · · (resp. F̂ (λ) = P̂1(λ)∗ P̂2(λ)∗ · · · )
es una curva densa en MHV+

n (resp. MSVn).



Caṕıtulo 4

Aplicación: control de la bifurcación
de Hopf

El objetivo en este caṕıtulo, es presentar el diseño de un control de retroalimentación lineal
utilizando la curva Hurwitz-conectora para sistemas no lineales con el cual se provoca y se
controla la bifurcación de Hopf.

Como se vió en el caṕıtulo anterior, teorema 3.2.1, dados los polinomios Hurwitz p0(t) y
p1(t) escritos en la forma

p0(t) =

m1∏
j=1

(t+ δj)

m1+n1∏
j=m1+1

(t2 + αjt+ βj), (4.1)

y

p1(t) =

m2∏
j=1

(t+ ρj)

m2+n2∏
j=m2+1

(t2 + γjt+ ηj), (4.2)

donde δj , αj , βj , ρj , γj , ηj son positivos para toda j, y p0(t) tiene m1 ráıces reales y 2n1 com-
plejas (incluyendo multiplicidades), y p1(t) tiene m2 ráıces reales y 2n2 complejas (incluyendo
multiplicidades). Si m1 > m2 (el caso m1 < m2 es análogo), definamos para s ∈ [0, 1] las
funciones lineales

Rj(s) = s(ρj − δj) + δj , j = 1, . . . ,m2,

Bj(s) =

{
s(γj − aj) + aj para j = m2 + 1, . . . ,m2 +N1

s(γj − αN1+j) + αN1+j para j = m2 +N1 + 1, . . . ,m2 + n2,

Cj(s) =

{
s(ηj − bj) + bj para j = m2 + 1, . . . ,m2 +N1

s(ηj − βN1+j) + βN1+j para j = m2 +N1 + 1, . . . ,m2 + n2

Entonces, la curva real Hurwitz-conectora entre p0(t) y p1(t) está dada por

P (t, s) =

m2∏
j=1

[t+Rj(s)]

m2+n2∏
j=m2+1

[t2 +Bj(s)t+ Cj(s)] (4.3)

47
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4.1. Formas multilineales y tensores

Debido a cálculos naturales que aparecerán durante el desarrollo de este trabajo, debemos
definir una operación entre un vector o una matriz y un tensor, para obtener una notación
más corta y adecuada [25]. Primero, sea GLn(R) el conjunto de matrices de tamaño n × n.
A continuación se presentan algunas nociones básicas acerca de formas multilineales en R,
aśı como tensores, los cuales generalizan el concepto de matriz (ver [29, 73, 56]). Consideremos
a Rn como espacio vectorial sobre R. Para un entero positivo k, una k-forma multilineal es
una función

T : (Rn)×k → R
(x1, . . . , xk) 7→ T (x1, . . . , xk)

tal que T es lineal en todos sus argumentos, esto es

T (x1, . . . , axi + by, . . . , xk) = aT (x1, . . . , xi, . . . , xk) + bT (x1, . . . , y, . . . , xk)

para toda i = 1, . . . , k, donde xi, y ∈ Rn, a, b ∈ R y (Rn)×k es el producto cartesiano de
Rn consigo mismo k-veces. Sea B = {e1, e2, . . . , en} la base canónica para Rn, entonces cada
xi = (xi1 , . . . , xin)T es la combinación lineal xi = xi1e1 + · · ·+ xinen y por la multilinealidad
se puede expresar a T (x1, . . . , xk) como

T (x1, . . . , xk) =
n∑

1j ,...,kj=1

x1j · · ·xkjT (e1j , . . . , ekj ),

donde x1j · · ·xkj son llamadas las coordenadas de T (x1, . . . , xk) con respecto a la base {ei}
y T = T (e1j , . . . , ekj ) son las entradas de un arreglo que consta de nk−2 matrices de tamaño
n×n, k ≥ 2. Aśı, a cada k-forma multilineal T (x1, . . . , xk) podemos asignarle biuńıvocamente
el arreglo T , el cual está determinado de manera única por la base B. A estos arreglos se les
conoce como tensores contravariantes ó (0, k)-tensores. En este trabajo les estaremos llamando
k-tensores y lo denotemos por Tk(Rn). Las 1-formas son simplemente funcionales lineales y su
tensor asociado es un vector en Rn, mientras que las 2-formas son llamadas formas bilineales
y su tensor asociado es una matriz de tamaño n × n. En este sentido podemos identificar
a T1(Rn) con Rn y a T2(Rn) con GLn(R). Para k = 0, identificamos a T 0(Rn) con R. Una
k-forma T (x1, . . . , xk) se dice ser simétrica si

(π ◦ T )(x1, . . . , xk) = T (xπ(1), . . . , xπ(k)),

= T (x1, . . . , xk)

para cualquier permutación π ∈ Sk, y diremos que es antisimétrica si (π ◦ T )(x1, . . . , xk) =
−T (x1, . . . , xk). Por tanto, a su tensor asociado también le diremos que es simétrico o anti-
simétrico, según sea el caso. Para una forma bilineal simétrica del tipo Q(x, x) se define la
funciónQ : Rn → R dada porQ(x) = Q(x, x) llamada forma cuadrática tal queQ(x) = xTQx,
donde Q es el tensor asociado a la forma bilineal Q(x, x). Similarmente, dada la forma trilineal
T (x, x, x), su forma cúbica asociada es la función T (x) = T (x, x, x) = xT (xTT x), con T su
3-tensor asociado.
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Definición 4.1.1. Sean

v =


v1

v2
...
vk

 , y T =


T1

T2
...
Tk


un vector en Rk y un tensor en Tk+2(Rn), respectivamente. Definimos el producto de v con
T como el mapeo

• : Rk × Tk+2(Rn)→ GLn(R)

(v, T ) 7→ v • T =

k∑
j=1

vjTj

Podemos extender aún más este mapeo para una matriz en lugar de un vector, es decir, si
A = [A1A2 · · · Ak] es una matriz de tamaño k×k, donde ATj = (a1j , . . . , akj) son los vectores
columna de A, el producto está definido como

• : GLk(R)× Tk+2(Rn)→ Tk+2(Rn)

(A, T ) 7→ A • T =


A1 • T
A2 • T

...
Ak • T

 ,

con Ai • T =
∑k

j=1 aijTj , para i = 1, . . . , k.

4.2. La bifurcación de Hopf en el plano

Considere el sistema no lineal
ẋ = F (x.µ) (4.4)

donde x = (x1, x2), son las coordenadas locales de una variedad M (variedad de espacio
de estados) y F es un campo vectorial suave en M , representado en coordenadas locales y
µ ∈ [ε1, ε2]. Tomaremos a R2 como coordenadas locales. Suponga que x0 es un punto de
equilibrio tal que Fx(x0) = A(µ) tiene valores propios λ1,2(µ) = α(µ) ± β(µ). El siguiente
teorema de la bifurcación de Hopf, en su versión de dos dimensiones, fué probado por Andronov
alrededor de 1930 [12] y Poincaré trabajó en el alrededor de 1890 [71]. Hopf probó el teorema
para una dimensión arbitraria (finita) en 1942 (ver [46] y para una versión en inglés, ver la
sección 5 en [65]).

Teorema 4.2.1 (Bifurcación de Hopf). Considere el sistema no lineal (4.4) y suponga que
para algún valor µ0 se satisfacen las siguientes condiciones:

1. d = dα(µ)
dµ |µ=µ0 6= 0 (condición de transversalidad),
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2. l1 6= 0 (condición de generacidad),

donde l1 es el primer coeficiente de Lyapunov. Entonces un único ciclo ĺımite bifurca del
equilibrio x0 para µ > 0 si l1d < 0 ó µ < 0 si l1d > 0.

Aśı que, el punto de equilibrio x0 es estable para µ < 0 (resp. µ > 0) y es inestable
para µ > 0 (resp. µ < 0) si d > 0 (resp. d < 0), mientras que las soluciones periódicas son
inestables (resp. estables) si el punto de equilibrio es estable (resp. inestable) del lado de µ0 en
donde las soluciones periódicas existen. Respecto al primer coeficiente de Lyapunov, si l1 < 0,
entonces las soluciones periódicas son estables, y si l1 > 0, entonces las soluciones periódicas
son inestables. Existe una expresión para calcular el primer coeficiente de Lyapunov en el
cual, para el preciso valor µ0, el sistema posee un par de valores propios complejos puros
λ1,2(µ0) = ±iω0, ω0 > 0. El siguiente teorema nos muestra tal fórmula y podemos ver una
prueba de este en [53].

Teorema 4.2.2 (Primer coeficiente de Lyapunov). Considere el sistema

ẋ = Jx+ F (x) (4.5)

con J =

(
0 −ω0

ω0 0

)
, F (x) =

(
F1(x)
F2(x)

)
, F (x0) = 0 y DF (x0) = 0. Entonces

l1 =
1

16ω0
(R1 + ω0R2), (4.6)

donde

R1 = F1x1x2(F1x1x1 + F1x2x2)− F2x1x2(F2x1x1 + F2x2x2)

−F1x1x1F2x1x1 + F1x2x2F2x2x2 ,

R2 = F1x1x1x1 + F1x1x2x2 + F2x1x1x2 + F2x2x2x2 .

4.3. Formulación del Problema

Consideremos el sistema no lineal af́ın

ẋ = f(x) + g(x)u (4.7)

donde xT = (x1, x2) ∈ R2, f y g son campos vectoriales lo suficientemente suaves en x, y
u(·)T el control escalar de retroalimentación de estados, el cual toma valores en un conjunto
I ⊂ R.

Escribiremos los campos vectoriales como

f(x) =

(
f1(x)
f2(x)

)
, g(x) =

(
g1(x)
g2(x)

)
,



4.3 Formulación del Problema 51

con derivadas

Df(x) =

(
Df1(x)
Df2(x)

)
,

Dg(x) =

(
Dg1(x)
Dg2(x)

)
,

y consideremos las siguientes hipótesis:

Hipótesis 2. Para el sistema 4.7, supóngase que

H1) x = x0 es un punto tal que f(x0) = 0 y g(x0) = b =

(
0
1

)
.

H2) La jacobiana A = Df(x)|x=x0 tiene valores propios λ, λ̄ = ρ±iσ, σ > 0, y está expresada
en la forma (

0 1
−a1 −a2

)
y cuyo polinomio caracteŕıstico es pA(t) = t2+a2t+a1, donde a1 = |λ|2 y a2 = −2Re(λ).

Sin pérdida de generalidad supondremos que el origen es un punto de equilibrio, esto es
x0 = 0. Ahora, calculando la serie de Taylor alrededor del origen del sistema (4.7) obtenemos

ẋ = Ax+ F2(x) + F3(x) + · · ·
+ (b+Mx+G2(x) + · · · )u, (4.8)

donde M = Dg(0) es una matriz, F2(x) =

(
F21(x)
F22(x)

)
y G2(x) =

(
G21(x)
G22(x)

)
son los términos

cuadráticos con F2j(x) = 1
2x

T (D2fj(0))x y G2j(x) = 1
2x

T (D2gj(0))x formas cuadráticas las
cuales tienen a D2fj(0) y D2gj(0) como sus 2-tensores asociados, respectivamente. Además,

F3(x) =

(
F31(x)
F32(x)

)
es la función vectorial de términos cúbicos en la cual las funciones escalares

F3j(x) = 1
6x

T [xT (D3fj(x))x] son formas cúbicas, con D3fj(0) sus 3-tensores asociados de las
terceras derivadas parciales del campo.

Note que para una notación más corta se está escribiendo D2fj(0) en lugar de D2fj(x)|x=0;
aśı como D2gj(0) = D2gj(x)|x=0 y D3fj(0) = D3fj(x)|x=0.

Para el sistema (4.7) con las hipótesis H1) y H2) abordaremos el problema de diseñar un
control de retroalimentación lineal de la forma u(x, µ) = −c(µ)Tx, para provocar y controlar
la bifurcación de Hopf, donde µ es el parámetro de bifurcación.
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Sean p(t) = t2 + p2t+ p1 y q(t) = t2 + q2t+ q1 polinomios reales con ráıces ζ, ζ̄ = α± iβ y
z, z̄ = γ ± iη, respectivamente, tales que αγ < 0 y β, η > 0. Entonces obtenemos el siguiente
lema.

Lema 4.3.1. El control de retroalimentación u(x, µ) = −c(µ)Tx, donde

c(µ)T = (∆1(µ)− a1,∆2 − a2),

con ∆1(µ) = |(µ+s∗)(z−ζ)+ζ|2, ∆2(µ) = −2Re[(µ+s∗)(z−ζ)+ζ] y s∗ = − α
γ−α , provoca la

bifurcación de Hopf en el sistema (4.7) con las hipótesis H1) y H2), donde µ es el parámetro
de bifurcación.

Demostración. Consideremos los polinomios p(t) y q(t) mencionados anteriormente (los cuales
nos ayudarán en el diseño). Entonces la curva

p(t, s) = = (t− [s(z − ζ) + ζ])(t− [s(z̄ − ζ̄) + ζ̄])

= t2 − 2Re[s(z − ζ) + ζ]t+ |s(z − ζ) + ζ|2

= t2 + δ2(s)t+ δ1(s) (4.9)

donde δ2(s) = −2Re[s(z−ζ)+ζ] y δ1(s) = |s(z−ζ)+ζ|2, es una curva real tal que p(t, 0) = p(t)
y p(t, 1) = q(t). Se requiere que la recta s(z − ζ) + ζ contenga al número complejo λ, el cual
es un valor propio de A, en algún instante s0 ∈ [0, 1]. La forma de incluir a λ es haciendo

s0[(γ − α) + α] + i[s0(η − β) + β] = ρ+ iσ,

el cual tiene que seguir la relación

s0 =
ρ− α
γ − α

=
σ − β
η − β

, (4.10)

con γ < 0 ≤ ρ ≤ α ó α < 0 ≤ ρ ≤ γ para ρ ≥ 0; o en el caso ρ ≤ 0, la relación a seguir
seŕıa γ ≤ ρ ≤ 0 < α ó α ≤ ρ ≤ 0 < γ; además β ≤ σ ≤ η ó η ≤ σ ≤ β para segurar que
0 ≤ s0 ≤ 1. Por otro lado, dado que la función s(z− ζ) + ζ es una combinación lineal convexa
entre números complejos con parte imaginaria distinta de cero, entonces la curva completa
(4.9) siempre tiene ráıces con parte imaginaria distinta de cero. Aśı que, las ráıces de p(t, s)
cruzan el eje imaginario en algún momento, digamos s∗, y para este valor del parámetro el
polinomio p(t, s∗) tiene un par de valores propios imaginarios puros ±iω0. Para conocer el
momento s∗, debemos hacer δ2(s∗) = −2Re[s∗(z−ζ)+ζ] = 0. Por tanto, el valor s∗ está dado
expĺıcitamente por

s∗ = − Re(ζ)

Re(z − ζ)

= − α

γ − α
.
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Observe que 0 < s∗ < 1. De aqúı que

p(t, s∗) = t2 + δ2(s∗)t+ δ1(s∗)

= t2 + |s∗(z − ζ) + ζ|2

= t2 + | − α

(γ − α)
[(γ − α) + i(η − β)] + α+ iβ|2

= t2 + |βγ − αη
γ − α

|2,

de donde obtenemos el valor ω0 =
βγ − αη
γ − α

> 0 en terminos de los parámetros a diseñar.

Ahora, definamos el cambio de variable µ = s− s∗. Entonces

P (t, µ) = p(t, µ+ s∗)

= t2 − 2Re[(µ+ s∗)(z − ζ) + ζ]t+ |(µ+ s∗)(z − ζ) + ζ|2

= t2 + ∆2(µ)t+ ∆1(µ) (4.11)

donde ∆1(µ) = |(µ+s∗)(z−ζ)+ζ|2 y ∆2(µ) = −2Re[(µ+s∗)(z−ζ)+ζ]. Aśı, P (t,−s∗) = p(t),
P (t, s0 − s∗) = pA(t), P (t, 0) = p(t, s∗) y P (t, 1− s∗) = q(t).

Definamos el control escalar lineal de retroalimentación de estados u(x, µ) = −c(µ)Tx, donde

c(µ)T = (∆1(µ)− a1,∆2(µ)− a2), (4.12)

con c(0)T = (ω2
0 − a1,−a2), y cerramos el lazo en el sistema (4.8) a lo que obtendremos

ẋ = Ax+ F2(x) + F3(x) + · · ·
+[b+Mx+G2(x) + · · · ](−c(µ)Tx)

= (A− bc(µ)T )x+ (F2(x)−Mxc(µ)Tx)

+(F3(x)−G2(x)c(µ)Tx) + · · ·
= Ac(µ)x+ F̃2(x, µ) + F̃3(x, µ) + · · · (4.13)

donde

Ac(µ) =

(
0 1

−∆1(µ) −∆2(µ)

)
,

F̃2(x, µ) = F2(x)−Mxc(µ)Tx, (4.14)

F̃3(x, µ) = F3(x)−G2(x)c(µ)Tx,

con

Ac(0) =

(
0 1
−ω2

0 0

)
. (4.15)

Aśı que, el control u(x, µ) es un control de retroalimentación que provoca la bifurcación de
Hopf en el sistema (4.7) en una vecindad de µ = 0.
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Observación 4.3.1. En la ecuación de s0 (4.10) tenemos que si β = σ (resp. η = σ) entonces

η = σ (resp. β = σ) y s0 =
ρ− α
γ − α

.

Observación 4.3.2. Recordemos que α, β, γ y η son de diseño y, dado que la curva p(t, s)
inicia en p(t) y termina en q(t), podemos decidir el signo de α y γ tal que αγ < 0 y la
familia de polinomios p(t, s) pasa de tener ráıces en C− a tener ráıces en C+ ó viceversa. Por
ejemplo, si deseamos que las ráıces viajen de C− a C+, entonces diseñaremos α y γ tal que,
dependiendo del signo de ρ, α < 0 ≤ ρ ≤ γ ó α ≤ ρ ≤ 0 < γ. Ya tomados los valores de α y
γ, el diseño de β y η es justamente para asignarle la pendiente adecuada a la recta que une a
ζ y z; tales valores los diseñamos siguiendo la relación (4.10) con la restricción β ≤ σ ≤ η o

η ≤ σ ≤ β y el hecho de que ω0 =
βγ − αη
γ − α

> 0, para el cual debemos resolver, en las variables

β y η, el sistema de ecuaciones

βγ − ηα = ω0(γ − α)
β(γ − ρ) + η(ρ− α) = σ(γ − α).

(4.16)

Ahora estamos en posición de establecer el resultado principal de este caṕıtulo.

Teorema 4.3.1. Consideremos el sistema (4.7) con las hipótesis H1) y H2). Entonces el
control lineal u(x, µ) = −c(µ)Tx del lema 4.3.1 es un control de retroalimentación que controla
la bifurcación de Hopf si el polinomio l̃(y) = k1y

3 + k2y
2 + k3y + k4 tiene al menos una ráız

positiva, donde

k1 = g1x2(f1x2x2 + 2a2g1x2 − 2g1x1)− 3g1x1x1

k2 = 4g1x1g2x1 − (f1x2x2 + 2a2g1x2)(f2x2x2 + 2a2g2x2)

+g2x2(2g2x1 − 2a1g2x2 − f2x2x2) + g1x2(f1x1x1 + 2a1g1x1)

−(f1x1x2 + 2a2g1x1 + a1g1x2)(f1x2x2 + 2a2g1x2 − 2g1x1)

+f1x1x2x2 + f2x2x2x2 + a2(2g1x1x2 + 3g2x2x2)− 2g2x1x2 + a1g1x2x2

k3 = −(f1x1x1 + 2a1g1x1)(f1x1x2 + a2g1x1 + a1g1x2)− g2x2(f2x1x1 + 2a1g2x1)

+(f2x2x2 + 2a2g2x2 − 2g2x1)(f2x1x2 + a2g2x1 + a1g2x2)

−2g1x1(f2x1x1 + 2a1g2x1)− 2g2x1(f1x1x1 + 2a1g1x1)

+f1x1x1x1 + f2x1x1x2 + a2g2x1x1 + a1(3a1g1x1x1 + 2g2x1x2)

k4 = (f1x1x1 + 2a1g1x1)(f2x1x1 + 2a1g2x1)

+(f2x1x1 + 2a1g2x1)(f2x1x2 + a2g2x1 + a1g2x2).

Para demostrar este teorema utilizaremos las ideas del teorema 4.2.1 y la formula del
primer coeficiente de Lyapunov del teorema 4.2.2.

4.4. Maquinaria para la prueba del teorema 4.3.1

En esta sección, dirigiremos el análisis hacia el control de signo de la velocidad de cruce
y del primer coeficiente de Lyapunov utilizando las expresiones mencionadas en los teoremas
4.2.1 y 4.2.2.
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4.4.1. La velocidad de cruce

Para lograr el control de la velocidad de cruce aprovecharemos los cálculos hechos en la
sección anterior del diseño del control u(x, µ) para obtener el siguiente lema.

Lema 4.4.1. Consideremos el sistema (4.7) en lazo cerrado con el control u(x, µ) del lema
4.3.1. Entonces la velocidad de cruce d 6= 0.

Demostración. Dado que Ac(µ) está en forma de Brunowsky, entonces su polinomio carac-
teŕıstico es P (t, µ), y por tanto, los valores propios son λc(µ) y λc(µ), donde

λc(µ) = (µ+ s∗)(z − ζ) + ζ

= (µ+ s∗)(γ − α) + α+ i[(µ+ s∗)(η − β) + β]

= ρc(µ) + iσc(µ)

con ρc(µ) = (µ+ s∗)(γ − α) + α y σc(µ) = (µ+ s∗)(η− β) + β. En consecuencia, la velocidad
de cruce está dada por

d =
dρc(µ)

dµ
|µ=0 = γ − α.

Dado que αγ < 0, entonces d 6= 0

El hecho de que d 6= 0, nos permite diseñar α y γ de tal forma que podemos controlar el
signo de d. Esto es, si α < 0 entonces para µ < 0 en origen es estable y para µ > 0 el origen
es inestable y por tanto d > 0; si α > 0, para µ < 0 el origen es inestable, mientras que para
µ > 0 es estable y d < 0.

4.4.2. El Primer Coeficiente de Lyapunov

Para calcular el primer coeficiente de Lyapunov debemos llevar la matriz Ac(µ), para µ = 0
(dado que es el momento para el cual se tienen un par de valores propios imaginarios puros),
en la forma que requiere el teorema 4.2.2.

Lema 4.4.2. Existe un cambio de coordenadas de la forma z = Q−1x tal que el sistema (4.13)
en µ = 0 se expresa de la forma

ż =

(
0 −ω0

ω0 0

)
z + F 2(z) + F 3(z) + · · · (4.17)

donde F 2(z) = Q−1

(
M1(z, z)
M2(z, z)

)
y F 3(z) = Q−1

(
T1(z, z, z)
T2(z, z, z)

)
, con Mj 2-tensores y Tj 3-

tensores.
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Demostración. De (4.14) y (4.15) tenemos que

Ac(0) =

(
0 1

−∆1(0) −∆2(0)

)
=

(
0 1
−ω2

0 0

)
,

y al calcular los vectores propios de Ac(0), obtenemos la matriz cambio de base Q, donde

Q =

(
0 1
ω0 0

)
,

con inversa

Q−1 =

(
0 1

ω0

1 0

)
.

Definamos el cambio de coordenadas z = Q−1x para llevar al sistema (4.13) a la forma

ż = Q−1Ac(0)Qz +Q−1(F̃2(Qz, 0) + F̃3(Qz, 0) + · · · )

=

(
0 −ω0

ω0 0

)
z + F 2(z) + F 3(z) + · · ·

para el cual F 2(z) = Q−1F̃2(Qz, 0) y F 3(z) = Q−1F̃3(Qz, 0). De los términos cuadráticos
tenemos

F 2(z) = Q−1F̃2(Qz, 0)

= Q−1[F2(Qz)−MQzc(0)TQz] (4.18)

donde la primera parte de la suma del lado derecho puede ser escrita como

Q−1F2(Qz) =
1

2
Q−1(Qz)TD2f(0)Qz

=
1

2
Q−1zTQTD2f(0)Qz

=
1

2
Q−1D2f(0)(Q,Q)(z, z),

mientras que la segunda parte se puede escribir como

Q−1MQz(c(0)TQz) = Q−1Dg(0)Qz(c(0)TQz)

= Q−1(c(0)TQz)Dg(0)Qz

= Q−1zTQT [c(0)Dg(0)]Qz

= Q−1[c(0)Dg(0)](Q,Q)(z, z)

con

c(0)Dg(0) = c(0)

(
∇g1(0)
∇g2(0)

)
=

(
c(0)∇g1(0)
c(0)∇g2(0)

)
.
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donde c(0)∇gj(0) son 2-tensores, j = 1, 2. Aśı que, podemos escribir la ecuación (4.20) como

F 2(z) = Q−1 1

2
[D2f(0)− 2c(0)Dg(0)](Q,Q)(z, z). (4.19)

Si hacemos Mj = 1
2 [D2fj(0)− 2c(0)Dgj(0)](Q,Q), entonces F 2(z) se expresa como

F 2(z) = Q−1M(z, z)

= Q−1

(
M1(z, z)
M2(z, z)

)
(4.20)

Similarmente, los términos cúbicos del sistema (4.18) están dados por la ecuación

F 3(z) = Q−1F3(Qz)−Q−1G2(Qz)c(0)TQz.

podemos reescribir la primer parte de la suma como

Q−1F3(Qz) =
1

6
Q−1(Qz)T [(Qz)TD3f(0)Qz]

=
1

6
Q−1zTQT [zTQTD3f(0)Qz]

=
1

6
Q−1D3f(0)(Q,Q,Q)(z, z, z).

La segunda parte de la suma es

Q−1G2(Qz)c(0)TQz = Q−1[
1

2
(Qz)TD2g(0)(Qz)]c(0)TQz

=
1

2
Q−1[zTQTD2g(0)(Qz)]zTQT c(0)

=
1

2
Q−1zTQT [zTQT c(0)D2g(0)Qz]

=
1

2
Q−1[c(0)D2g(0)](Q,Q,Q)(z, z, z)

con

c(0)D2g(0) = c(0)

(
D2g1(0)
D2g2(0)

)
=

(
c(0)D2g1(0)
c(0)D2g2(0)

)
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donde c(0)D2gj(0) es un 3-tensor. Si llamamos A = 1
6 [D3f(0)− 3c(0)D2g(0)], entonces

zTQT (zTQTAQz) = zTQT
(
zTQTA1Qz
zTQTA2Qz

)
= zT

(
QT [zTQTA1Qz]
QT [zTQTA2Qz]

)
= zT

(
zTQT (Q • A1)Qz
zTQT (Q • A2)Qz

)
=

(
zT [zTQT (Q • A1)Qz]
zT [zTQT (Q • A2)Qz]

)

con Aj = 1
6 [D3fj(0)− 3c(0)D2gj(0)]. Finalmente, definamos Tj = QT (Q •Aj)Q para obtener

F 3(z) = Q−1

(
T1(z, z, z)
T2(z, z, z)

)
(4.21)

como se queŕıa.

Ahora procederemos con el cálculo del primer coeficiente de Lyapunov.

Lema 4.4.3. El primer coeficiente de Lyapunov, l1(ω0), del sistema (4.17) está dado por

l1(ω0) =
1

16

(
k1ω

4
0 + k2ω

2
0 + k3 +

k4

ω2
0

)
, para ω0 > 0, donde

k1 = g1x2(f1x2x2 + 2a2g1x2 − 2g1x1)− 3g1x1x1

k2 = 4g1x1g2x1 − (f1x2x2 + 2a2g1x2)(f2x2x2 + 2a2g2x2)

+g2x2(2g2x1 − 2a1g2x2 − f2x2x2) + g1x2(f1x1x1 + 2a1g1x1)

−(f1x1x2 + 2a2g1x1 + a1g1x2)(f1x2x2 + 2a2g1x2 − 2g1x1)

+f1x1x2x2 + f2x2x2x2 + a2(2g1x1x2 + 3g2x2x2)− 2g2x1x2 + a1g1x2x2

k3 = −(f1x1x1 + 2a1g1x1)(f1x1x2 + a2g1x1 + a1g1x2)− g2x2(f2x1x1 + 2a1g2x1)

+(f2x2x2 + 2a2g2x2 − 2g2x1)(f2x1x2 + a2g2x1 + a1g2x2)

−2g1x1(f2x1x1 + 2a1g2x1)− 2g2x1(f1x1x1 + 2a1g1x1)

+f1x1x1x1 + f2x1x1x2 + a2g2x1x1 + a1(3a1g1x1x1 + 2g2x1x2)

k4 = (f1x1x1 + 2a1g1x1)(f2x1x1 + 2a1g2x1)

+(f2x1x1 + 2a1g2x1)(f2x1x2 + a2g2x1 + a1g2x2).

Demostración. Primero, de la ecuación del (4.6) en el teorema 4.2.2, calcularemos R1. De la
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ecuación (4.20) tenemos que

F 2(z) = Q−1M(z, z)

= [(Q−1)T •M](z, z)

=

[(
0 1
1
ω0

0

)
•
(
M1

M2

)]
(z, z)

=

( 1
ω0
M2(z, z)

M1(z, z)

)
(4.22)

dondeMj = 1
2 [D2fj(0)−2c(0)Dgj(0)](Q,Q) es la matriz asociada a la forma bilinealMj(z, z),

j = 1, 2. Entonces podemos escribir las matrices Mj como

Mj =
1

2
[D2fj(0)(Q,Q)− 2(c(0)∇gj(0))(Q,Q)]

=
1

2
[QTD2fj(0)Q− 2QT (c(0)∇gj(0))Q]

=
1

2

[(
0 ω0

1 0

)
D2fj(0)

(
0 1
ω0 0

)
− 2

(
0 ω0

1 0

)(
c1(0)
c2(0)

)
∇gj(0)

(
0 1
ω0 0

)]
=

1

2

[(
ω2

0fjx2x2(0) ω0fjx1x2(0)
ω0fjx2x1(0) fjx1x1(0)

)
− 2

(
ω2

0c2(0)gjx2(0) ω0c2(0)gjx1(0)
ω0c1(0)gjx2(0) c1(0)gjx1(0)

)]
=

1

2

(
ω2

0[fjx2x2(0)− 2c2(0)gjx2(0)] ω0[fjx2x1(0)− 2c2(0)gjx1(0)]
ω0[fjx1x2(0)− 2c1(0)gjx2(0)] fjx1x1(0)− 2c1(0)gjx1(0)

)
=

1

2

(
ω2

0[fjx2x2(0) + 2a2gjx2(0)] ω0[fjx1x2(0) + 2a2gjx1(0)]
ω0[fjx2x1(0) + 2a1gjx2(0)]− 2ω3

0gjx2(0) fjx1x1(0) + 2a1gjx1(0)− 2ω2
0gjx1(0)

)
Observemos que las matricesMj no son simétricas, j = 1, 2. Sin embargo, se pueden obtener
las segundas derivadas parciales de las formas cuadráticas Mj(z, z) a partir de las entradas
de sus matrices asociadas Mj . Debido a la falta de simetŕıa, la matriz de segundas derivadas
parciales de Mj(z, z) está dada por

Mj +MT
j =

(
mj

11 mj
12

mj
21 mj

22

)

con

mj
11 = ω2

0[fjx2x2(0) + 2a2gjx2(0)],

mj
12 = mj

21 = ω0[fjx1x2(0) + a2gjx1(0) + a1gjx2(0)]− ω3
0gjx2(0),

mj
22 = fjx1x1(0) + 2a1gjx1(0)− 2ω2

0gjx1(0).

Si F 2(z) =

(
F 21(z)

F 22(z)

)
, entonces D2F 21 = 1

ω0
(M2 +MT

2 ) y D2F 22 =M1 +MT
1 . Luego,

F 21 z1z1(z) = ω0[f2x2x2(0) + 2a2g2x2(0)],

F 21 z1z2(z) = F 21 z2z1(z) = [f2x1x2(0) + a2g2x1(0) + a1g2x2(0)]− ω2
0g2x2(0),

F 21 z2z2(z) =
1

ω0
[f2x1x1(0) + 2a1g2x1(0)]− 2ω0g2x1(0)
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y

F 22 z1z1(z) = ω2
0[f1x2x2(0) + 2a2g1x2(0)],

F 22 z1z2(z) = F 22 z2z1(z) = ω0[f1x1x2(0) + a2g1x1(0) + a1g1x2(0)]− ω3
0g1x2(0),

F 22 z2z2(z) = f1x1x1(0) + 2a1g1x1(0)− 2ω2
0g1x1(0),

Ahora, de la fórmula del primer coeficiente de Lyapunov dada por (4.6) y con todas las
derivadas parciales evaluadas en x = 0, se tiene que

R1 = ω5
0[g1x2(f1x2x2 + 2a2g1x2 − 2g1x1)]

+ ω3
0[4g1x1g2x1 − (f1x2x2 + 2a2g1x2)(f2x2x2 + 2a2g2x2)

+g2x2(2g2x1 − 2a2g2x2 − f2x2x2) + g1x2(f1x1x1 + 2a1g1x1)

−(f1x1x2 + a2g1x1 + a1g1x2)(f1x2x2 + 2a2g1x2 − 2g1x1)]

+ ω0[−(f1x1x1 + 2a1g1x1)(f1x1x2 + a2g1x1 + a1g1x2)− g2x2(f2x1x1 + 2a1g2x1)

+(f2x2x2 + 2a2g2x2 − 2g2x1)(f2x1x2 + a2g2x1 + a1g2x2)

−2g1x1(f2x1x1 + 2a1g2x1)− 2g2x1(f1x1x1 + 2a1g1x1)]

+
1

ω0
[(f1x1x1 + 2a1g1x1)(f2x1x1 + 2a1g2x1)

+(f2x1x1 + 2a1g2x1)(f2x1x2 + a2g2x1 + a1g2x2)].

Calcularemos ahora R2. De la ecuación (4.21) se tiene que

F 3(z) = Q−1

(
T1(z, z, z)
T2(z, z, z)

)
=

( 1
ω0
T2(z, z, z)

T1(z, z, z)

)
,

donde Tj = QT (Q • Aj)Q. Desarrollando Aj obtenemos

Aj =
1

6
D3fj(x0)− 1

2
c(0)D2gj(x0)

=
1

6



(
fjx1x1x1 fjx2x1x1

fjx1x2x1 fjx2x2x1

)
(
fjx1x1x2 fjx2x1x2

fjx1x2x2 fjx2x2x2

)
− 3


(
c1(0)gjx1x1 c1(0)gjx2x1

c2(0)gjx1x1 c2(0)gjx2x1

)
(
c1(0)gjx1x2 c1(0)gjx2x2

c2(0)gjx1x2 c2(0)gjx2x2

)



=
1

6


(
fjx1x1x1 − 3c1(0)gjx1x1 fjx2x1x1 − 3c1(0)gjx2x1

fjx1x2x1 − 3c2(0)gjx1x1 fjx2x2x1 − 3c2(0)gjx2x1

)
(
fjx1x1x2 − 3c1(0)gjx1x2 fjx2x1x2 − 3c1(0)gjx2x2

fjx1x2x2 − 3c2(0)gjx1x2 fjx2x2x2 − 3c2(0)gjx2x2

)


=
1

6


(
fjx1x1x1 + 3a1gjx1x1 − 3ω2

0gjx1x1 fjx2x1x1 + 3a1gjx2x1 − 3ω2
0gjx2x1

fjx1x2x1 + 3a2gjx1x1 fjx2x2x1 + 3a2gjx2x1

)
(
fjx1x1x2 + 3a1gjx1x2 − 3ω2

0gjx1x2 fjx2x1x2 + 3a1gjx2x2 − 3ω2
0gjx2x2

fjx1x2x2 + 3a2gjx1x2 fjx2x2x2 + 3a2gjx2x2

)
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Ahora, después de algunos cálculos, podemos expresar [QT (QT • Aj)Q](z, z, z) = Tj(z, z, z)
como

Tj(z, z, z) =
1

6
[ω3

0t
j
24z

3
1 + ω2

0(tj14 + tj22 + tj23)z2
1z2 + ω0(tj12 + tj13 + tj21)z1z

2
2 + tj11z

3
2 ]

donde

tj11 = fjx1x1x1 + 3a1gjx1x1 − 3ω2
0gjx1x1

tj12 = fjx2x1x1 + 3a1gjx2x1 − 3ω2
0gjx2x1

tj13 = fjx1x2x1 + 3a2gjx1x1

tj14 = fjx2x2x1 + 3a2gjx2x1

tj21 = fjx1x1x2 + 3a1gjx1x2 − 3ω2
0gjx1x2

tj22 = fjx2x1x2 + 3a1gjx2x2 − 3ω2
0gjx2x2

tj23 = fjx1x2x2 + 3a2gjx1x2

tj24 = fjx2x2x2 + 3a2gjx2x2

Aśı que,

F 31(z) =
1

6
[ω2

0t
2
24z

3
1 + ω0(t214 + t222 + t223)z2

1z2 + (t212 + t213 + t221)z1z
2
2 +

1

ω0
t211z

3
2 ],

F 32(z) =
1

6
[ω3

0t
1
24z

3
1 + ω2

0(t114 + t122 + t123)z2
1z2 + ω0(t112 + t113 + t121)z1z

2
2 + t111z

3
2 ],

y de aqúı que,

F 31z1z1z1 = ω2
0t

2
24,

F 31z1z2z2 =
1

3
(t212 + t213 + t221),

F 32z1z1z2 = ω2
0

1

3
(t114 + t122 + t123),

F 32z2z2z2 = t111.

De la fórmula del primer coeficiente de Lyapunov (4.7), tenemos que

R2 = −3ω4
0g1x1x1 + ω2

0[f1x1x2x2 + f2x2x2x2 + a2(2g1x1x2 + 3g2x2x2)

−2g2x1x2 + a1g1x2x2 ] + [f1x1x1x1 + f2x1x1x2 + a2g2x1x1

+a1(3a1g1x1x1 + 2g2x1x2)]

Finalmente, el primer coeficiente de Lyapunov está dado por

l1(ω0) =
1

16

(
k1ω

4
0 + k2ω

2
0 + k3 +

k4

ω2
0

)
. (4.23)
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donde

k1 = g1x2(f1x2x2 + 2a2g1x2 − 2g1x1)− 3g1x1x1

k2 = 4g1x1g2x1 − (f1x2x2 + 2a2g1x2)(f2x2x2 + 2a2g2x2)

+g2x2(2g2x1 − 2a1g2x2 − f2x2x2) + g1x2(f1x1x1 + 2a1g1x1)

−(f1x1x2 + 2a2g1x1 + a1g1x2)(f1x2x2 + 2a2g1x2 − 2g1x1)

+f1x1x2x2 + f2x2x2x2 + a2(2g1x1x2 + 3g2x2x2)− 2g2x1x2 + a1g1x2x2

k3 = −(f1x1x1 + 2a1g1x1)(f1x1x2 + a2g1x1 + a1g1x2)− g2x2(f2x1x1 + 2a1g2x1)

+(f2x2x2 + 2a2g2x2 − 2g2x1)(f2x1x2 + a2g2x1 + a1g2x2)

−2g1x1(f2x1x1 + 2a1g2x1)− 2g2x1(f1x1x1 + 2a1g1x1)

+f1x1x1x1 + f2x1x1x2 + a2g2x1x1 + a1(3a1g1x1x1 + 2g2x1x2)

k4 = (f1x1x1 + 2a1g1x1)(f2x1x1 + 2a1g2x1)

+(f2x1x1 + 2a1g2x1)(f2x1x2 + a2g2x1 + a1g2x2).

Los lemas 4.4.1 y 4.4.3 nos permiten demostrar el resultado principal de este caṕıtulo.

Demostración del teorema 4.3.1. Es claro que el control lineal u(x, µ) propuesto para el sis-
tema (4.7) está en términos de los números complejos ζ = α+ iβ y z = γ+ iη que diseñaremos
para decidir de que semiplano (izquierdo o derecho) empezarán a viajar los valores propios del
sistema. Es decir, podemos elegir el signo de las partes reales α y γ para controlar la velocidad
de cruce dada en el lema 4.4.1.
Ahora, para poder controlar el signo de l1(ω) del lema 4.4.3 para el número real ω0 > 0 (el
cual nosotros diseñaremos) definimos el cambio de variable y = ω2

0. Entonces las ráıces reales
positivas del polinomio

l̃1(y) = k1y
3 + k2y

2 + k3y + k4,

nos permite elegir un intervalo de ω0 en el cual l1(ω0) cambia su signo.

Adicionalmente, si k1 6= 0, podemos utilizar la fórmula de Cardano para el polinomio de
grado tres y3 + k̃1y

2 + k̃2y + k̃3 = 0, con k̃j =
kj+1

k1
, j = 1, 2, 3. Entonces, las ráıces de l̃1(y)

estás dadas por

y1 = S1 + S2 −
k̃1

3

y2,3 = −S1 + S2

2
− k̃1

3
± i
√

3

2
(S1 − S2),

donde S1,2 = R ±
√
Q3 +R2, con Q =

3k̃2−k̃2
1

9 y R =
9k̃1k̃2−27k̃3−2k̃3

1
54 . Por lo que, para el

discriminante D = Q3 + R2, tendremos que: si D > 0, entonces existe una ráız real y dos
complejas conjugadas. De donde se asegura una ráız real positiva si se cumple que S1 + S2 −
1
3 k̃1 > 0; si D ≤ 0, tendremos tres ráıces reales de las cuales las tres ráıces son distintas ó al
menos dos iguales.
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4.5. Un Ejemplo

Consideremos el sistema

ẋ1 = x2 (4.24)

ẋ2 = µ1 + µ2x1 + ξx1x2 + x2
1u (4.25)

donde µ1, µ2, ξ son parámetros reales y u, el control de retroalimentación de estados. Reescri-
biendo el sistema (4.24) en forma matricial(

ẋ1

ẋ2

)
= f(x1, x2) + g(x1, x2)u, (4.26)

con f(x1, x2) =

(
x2

µ1 + µ2x1 + ξx1x2

)
y g(x1, x2) =

(
0
x2

1

)
, tenemos que el punto de equi-

librio del sistema sin control (para u = 0) es p = (−µ1

µ2
, 0), µ2 6= 0. Ahora, la Jacobiana

A = Df(p) =

(
0 1
µ2 −ξ µ1

µ2

)
tiene como polinomio caracteŕıstico pA(t) = t2 + ξ µ1

µ2
t− µ2, con ráıces

λ1,2 = −1

2
ξ
µ1

µ2
± 1

2

√
ξ2
µ2

1

µ2
2

+ 4µ2

= ρ+ iσ,

con ρ = −1
2ξ

µ1

µ2
y σ = 1

2

√
ξ2 µ

2
1

µ2
2

+ 4µ2, por lo que tendremos valores propios complejos si

ξ2 µ
2
1

µ2
2

+ 4µ2 < 0. De aqúı que µ2 < 0. También, si µ1, ξ > 0, tendremos valores propios

complejos con parte real distinta de cero en C+, es decir, el punto de equilibrio p es inestable.
Por otro lado, la pareja (A, b), donde

b = g(p) =

(
0
µ2

1

µ2
2

)
,

es controlable si µ1 6= 0. La matriz cambio de base, la cual coloca a (A, b) en su forma canónica

controlable, está dada por P = CW =
µ2

1

µ2
2
I, donde C = [b : Ab] es la matriz de controlabilidad,

I es la matriz identidad de tamaño 2× 2, y

W =

(
ξ µ1

µ2
1

1 0

)
.

Luego, si hacemos x = (x1, x2)T , el desarrollo en serie de Taylor del sistema alrededor de
p queda expresado de la forma

ẋ = A(x− p) +
1

2
(x− p)TD2f(p)(x− p) (4.27)

+[b+Dg(p)(x− p) +
1

2
(x− p)TD2g(p)(x− p)]u, (4.28)
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donde

D2f(p) =


(

0 0
0 0

)
(

0 ξ
ξ 0

)
 ,

Dg(p) =

(
0 0
−2µ1

µ2
0

)
,

D2g(p) =


(

0 0
0 0

)
(

2 0
0 0

)
 .

Haciendo el cambio de coordenadas y = P−1(x− p), y = (y1, y2), el sistema (4.27)-(4.28)
se transforma en

ẏ = Ãy +
1

2
yT
(
µ2

1

µ2
2

D2f(p)

)
y + [b̃+Dg(p)y +

1

2
yT
(
µ2

1

µ2
2

D2g(p)

)
y]u, (4.29)

con Ã = A y b̃ =

(
0
1

)
. Luego, el sistema (4.29) cumple con las hipótesis H1) y H2) de la

sección 4.3. Cerramos el lazo con el control de retroalimentación u(µ) = −c(µ)T y, con c(µ)T =
(∆1(µ)−a1,∆2(µ)−a2), donde ∆1(µ) = |(µ+s∗)(z−ζ)+ζ|2 y ∆2(µ) = −2Re[(µ+s∗)(z−ζ)+ζ],
en los cuales diseñaremos ζ = α+ iβ, z = γ+ iη. Entonces, el primer coeficiente de Lyapunov
está dado por

l1(ω0) =
1

16

(
−2ξ

µ3
1

µ3
2

− 4ξ
µ3

1

µ2
2

1

ω2
0

)
.

Notemos que l1(ω0) = 0 para ω0 = ±
√
−2µ2. Solamente estaremos interesados en ω0 > 0.

Aśı que, dado que µ2 < 0 y µ1, ξ > 0, se tiene que l1(ω0) < 0 para 0 < ω0 <
√
−2µ2; y

l1(ω0) > 0 para ω0 >
√
−2µ2. En cualquier caso, haremos la velocidad de cruce d < 0, por lo

que diseñaremos adecuadamente γ < 0 ≤ ρ ≤ α.

4.5.1. Órbita Periódica Estable

Para µ1 = ξ = 1, µ2 = −1, tenemos que ωo =
√

2 y λ = ρ + iσ = 1
2 + i

√
3

2 . Elegimos

ω0 = σ =
√

3
2 . Diseñaremos también α = ρ y γ = −ρ. Entonces β = η = σ, por lo que el

sistema (4.26), con estos valores, en lazo cerrado queda expresado de la forma

ẋ1 = x2 (4.30)

ẋ2 = 1− x1 + x1x2 + x2
1u(x, µ), (4.31)

donde u(x, µ) = −[(µ2 − 1
4)(x1 − 1) + (2µ + 1)x2]. Dado que l1(

√
3

2 ) = − 5
24 < 0, entonces

surgirá una órbita periódica estable del lado µ < 0 (ver figura 4.1).
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Figura 4.1: Aparición de una órbita periódica estable del sistema (4.30)-(4.31): a) µ = −0.02;
b) µ = 0; c) µ = 0.02.

4.5.2. Órbita Periódica Inestable

Consideremos ahora el sistema

ẋ = −f(x)− g(x)u, (4.32)

con f(x) y g(x) los campos vectoriales del sistema (4.26). Para los mismos valores µ1 = ξ = 1,
µ2 = −1, elegimos ahora ω0 = 2 y α = ρ = 1

2 . Del sistema de ecuaciones (4.16), obtenemos

que β = σ =
√

3
2 y η = 4 +

√
3

2 . Luego, el sistema (4.32) en lazo cerrado queda expresado de
la forma

ẋ1 = −x2 (4.33)

ẋ2 = −1 + x1 − x1x2 − x2
1u(x, µ), (4.34)

donde u(x, µ) = −[(µ2 + (4µ+ 2 +
√

3
2 )2− 1)(x1− 1) + (2µ+ 1)x2]. Dado que l1(ω0) = l1(2) =

1
16 > 0, debe surgir una órbita periódica estable del lado µ > 0 del sistema (4.33)-(4.34). Tal
órbita estable representa una órbita inestable del sistema (4.26) (ver figura 4.2).

Figura 4.2: Surgimiento de una órbita inestable para el sistema (4.26): a) µ = −0.04; b) µ = 0;
c) µ = 0.02.



66 Aplicación: control de la bifurcación de Hopf



Conclusiones y Perspectivas

Los teoremas de intersección con la frontera y el principio de exclusión de cero son her-
ramientas muy útiles en la demostración de resultados concernientes a la estabilidad de familias
de polinomios. En este trabajo se presentaron generalizaciones de tales resultados para cierto
tipo de familias de polinomios y se utilizó tal enfoque para encontrar un método alternativo
para calcular el máximo intervalo de estabilidad de un rayo de polinomios en una manera
más sencilla que la de Bialas. El caso de polinomios Hurwitz y Schur, ha sido estudiado por
muchos autores y es un muy importante tópico en el área de estabilidad robusta para poli-
nomios. Alternativamente, en éste trabajo se abordó el problema de unir a dos polinomios
estables y el enfoque es una nueva forma de hacerlo que nos permite conectarlos mediante
una curva en lugar de un rayo o segmento, que es la solución en el contexto de direcciones
convexas. La curva conectora es utilizada para mostrar una trayectoria densa en el espacio
de polinomios Hurwitz. Se mostraron otras versiones de la transformación de Möbius y, basa-
dos en estos, se establecieron resultados similares para el espacio de polinomios Schur. Como
una aplicación, la curva Hurwitz-conectora nos permitió dineñar y presentar expĺıcitamente
un control de retroalimentación de estados lineal para provocar y controlar la bifurcación de
Hopf a un sistemas af́ınes en el plano.

En relación con el máximo intervalo de estabilidad, es conocido que hay métodos de de-
sigualdades matriciales para saber si un segmento de polinomios consiste sólo de polinomios
Hurwitz, pero estos métodos son condiciones suficientes, por lo que ahora seŕıa interesante
ver si es posible obtener condiciones necesarias y suficientes con el enfoque de desigualdades
matriciales.

También hace falta explorar otras técnicas, como la del mapeo guardián [75], y tratar de
aplicarlas en el estudio de otras familias de polinomios como familias intervalo, poĺıtopos de
polinomios, bolas de polinomios, etcétera.

En cuanto a la construcción de una trayectoria densa en el conjunto de polinomios Hur-
witz, se torna interesante investigar si es posible encontrar expĺıcitamente una curva que llene
totalmente al espacio de polinomios Hurwitz. Además de presentar resultados similares para
el caso complejo. Se investigará también, si la curva conectora se puede utilizar para otros
problemas en teoŕıa de control, como asignación de polos.
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En el caso del control de la bifurcación de Hopf mediante la curva conectora, queda pen-
diente controlar la bifurcación de Hopf en sistemas en Rn. Además, un problema de interés
relacionado con el problema de control de bifurcaciones, es el analizar lo hecho en el caso
continuo para el caso discreto y otro tipo de bifurcaciones.

En el mismo problema de diseño de controles lineales, ya sea para estabilizar o para con-
trolar la bifurcación de Hopf, se buscará utilizar el mapeo guardián y presentar los resultados
en términos o condiciones de tal mapeo, tanto en el caso real como en el caso complejo.
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[7] B. Aguirre-Hernández, M. Fŕıas-Armenta, and F. Verduzco, Smooth trivial
vector bundle structure of the space of Hurwitz polynomials, Automatica 45 (2009),
pp. 2864–2868.
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